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OPTIQUE. 

Recherches sur la caustique par réflexion , 
dans le cercle ; 

Par M. Thomas de St-Laubent , Officier au Corps royal 
d'état-major, attaché à la i3. m « division militaire. 



Ltk marche la plus générale , dans la recherche de la caustique par 
réflexion , relative au cercle , serait sans doute d'attaquer directement 
la question , pour le cas d'un point lumineux, situé , d'une manière 
quelconque , dans le plan du cercle réfléchissant donné. On pour- 
rail, supposer, ensuite .que le point lumineux est sur la circonfé- 
rence de ce cercle , ou qu'il en est infiniment distant , ou enfin 
qu'il a toute autre situation déterminée ; et on déduirait des résul- 
tats généraux auxquels on serait d'abord parvenus, ceux .qui con- 
viendraient à chacun de ces cas particuliers. Mais , comme cette mar- 
Tam. Xm,rh° I, i* T juillet 1826. . 1 
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a CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

che conduit à des calculs extrêmement prolixes , nous procéderons 
d'une manière inverse ; c'est-à-dire , qu'avant de passer au problème 
général , nous nous occuperons d'abord des deux cas particuliers les 
plus simples. Nous obtiendrons de cette manière des formules moins 
compliquées et plus élégantes. 

I. Occupons-nous d'abord de la recherche de l'équation de la 
caustique pour le cas où le point lumineux est un de ceux de la 
circonférence du cercle réfléchissant. 

Soit r le rayon de ce cercle. Afin de simplifier nos calculs autant 
qu'il est possible , prenons son centre pour origine des coordonnées 
rectangulaires, et faisons passer l'axe des x par le point rayonnant , 
que nous supposons placé du côté des x négatives. Soit (x f ,y') un 
point incident quelconque > et (s t y) ' e point correspondant de la 
caustique cherchée , c'est-à-dire , le point où elle est touchée par 
lie rayon réfléchi. On aura d'abord 

L'angle que fait le rayon incident avee la normale an cercle an 

point (x t 1 y / ) a pour tangente tabulaire -— — . 

Si nous désignons par p la tangente tabulaire de l'angle que fait 
le rayon réfléchi avec l'axe des x ; l'angle de ce même rayon avec 
la normale au point (x',y') aura pour tangente tabulaire 



et, comme, d'après les lois de l'optique, cet angle doit être égal 
au premier , on aura / 

F*— r' y 

d'où on tire , en ayant égard a l'équation (i) 
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l'équation du rayon réfléchi sera donc 



[r»— jr'(r+2;r')]j+j'(r+2*')- ïr ~'"V ■ ( 3 ) 

On exprimera que la caustique est l'enveloppe de l'espace parcouru 
par le rayon réfléchi , en éliminant-- — entre les dérivées de (i) et 
(a) ; ce qui donnera 

*^_ fr+4*o,y— *y* 



. bien , en ayant encore égard à la relation (i) 



(3) 



L'équation de la courbe cherchée sera donc le résultat de l'éli- 
mination de s' et y' entre les équations (r) , (s) , (3). 

Mais, comme les équations (2) et (3) ne sont guères de nature 
à se prêter à l'usage de l'équation (1) , comme moyen de sim- 
plification , attendu que s et y n'entrent pas dans celle-ci ; nous 
' allons en déduire deux autres, plus commodes à employer ; et pour 
cela nous éliminerons tour à tour entre elles x et y. Eu faisant 
toujours usage de l'équation (t) , comme moyen de simplification , 
elles Se trouveront ainsi remplacées par les deux équations 

- * 3r(r+x')x=:2x f f+r'(r+s') , 
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4 CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

En observant que y' 1 =r'— #' , =(r-t-jr')(r — x') , celles-ci pourront 
encore être simplifiées , et deviendront finalement 

r(3*— r)=»jr'(r— x>) , (4) 

3r/=2f(r-*î . (5) 

Telles sont donc les équations qui , arec l'équation (i) , nous ser- 
viront à trouver celle de la courbe demandée. 

Remarquons , en passant , une propriété de la caustique que l'on 
déduit de suite de la comparaison des équations (4) et (5). En 
les divisant l'une par l'autre , on a 

-%-=*- . (6) 

or — est la tangente tabulaire de l'angle que fait avec l'axe des x 

la normale au point d'incidence ; et - — - ou est celle de 

* 3* — r r 

l'angle que fait avec le même axe une droite menée du point cor- 
respondant de la caustique k un point fixe de l'axe des s , situé 

à une distance ~j- — de l'origine : on a donc ce théorème : 

Un point rayonnant étant situé sur la circonférence d'un cer- 
cle réfléchissant ; si par ce point on mène un rayon incident et 
le rayon réfléchi correspondant , et que , par un point fixe situé 
aux deux tiers du diamètre qui passe par le point rayonnant , à 
compter de ce point , on mène une parallèle à la normale au point 
d'incidence ; cette parallèle coupera le rayon réfléchi à son point 
de contact avec la caustique, et conséauemment en un point de cette 
caustique. 

Ce théorème offre une méthode graphique fort simple pour tra- 
cer la caustique par points; on en peut conclure aussi l'art de nie- 
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DANS LE CERCLE. &\ 

ner une tangente à cette caustique par un de ses points , lors- 
qu'elle est déjà tracée. En joignant , en effet , ce point au point fixe 
par une droite, et menant un rayon parallèle à cette droite , l'ex- 
trémité de ce rayon sera un second point de la tangente demandée. 

Passons présentement à la recherche de l'équation de la causti- 
que. En quarrant les deux membres de l'équation (G) , et ajoutant 
ensuite l'unité à chaque membre , il vient 



On tire de là 



(3*— *•)» *" 

±r(3r-r) 



valeur qui , substituée dans (4) , donne , en réduisant f 

{^(* , +r , )-'• , )'=4r , {ar 1 -^-(3*-^) , } ; (7) 

équation de la caustique demandée. 

On voit que cette courbe est une ligne dn quatrième ordre sy- 
métrique par rapport à l'axe des x ; et, en discutant son équation, 
on s'assurera qu'elle a nu point de rebroussement , lequel n'est au-, 
ire chose que le point fixe dont il a été. question .ci-dessus ; que 
de ce point partent deux branches , intérieures au cercle réfléchis- 
sant, qui vont se réunir au point rayonnant , ou' la' caustique a 
un contact du second ordre avec ce cercle.' ' ■■■-■> 

Cherchons le rapport métrique entre la longueur dû rayon in- 
cident terminé au cercle réfléchissant et le' rayon réfléchi terminé 
à la caustique. En désignant respectivement par P et P' ces deux 
rayons , nous aurons 

P*V&+wW* > P*=tf {/—*)*+< f±f» : c : - 

' ' '..! - : . J. ' -. 

en mettant dans ces formules pour * / *4-y y * sa valeur- r* tl et meu; 
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6 CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

tant en outre dans la dernière pour s et y les valeurs données 
par les équations (4) et (5) , elles deviendront 

d'où on conclura cette relation remarquable 

Ainsi dans la caustique que nous considérons ici , le rayon réflé- 
chi est constamment le tiers du rayon incident. 

Cette propriété 1 fournit un nouveau moyen bien simple de dé- 
crire la courbe par points. On pourra même , eu la combinant avec 
celle qui résulte de l'équation (6), obtenir les points de la courbe 
sans tracer les rayons réfléchis. 

Occupons-nous présentement de la rectification de la caustique. 
Pour y parvenir, on pourrait, suivant la méthode générale, ren- 
dre le radical de la formule 



-fiV^S) 



fonction de la seule variable x , en substituant pour y , dans — - , 

sa valeur tirée de l'équation de la courbe. Mais , en suivant cette 
marche , on aurait à intégrer une formule assez compliquée. Atta- 
chons-nous donc k éluder cette difficulté. 

L'équation 4e la courbe est comprise implicitement dans les équa- 
tions (i), (4), (5); puisqu'elle résulte de l'élimination de *' et 
y' entre ces trois équations. En conséquence , on peut fort bien 
chercher l'expression de s eu s* et y* qu'on est toujours maître 
ensuite d'éliminer au moyen des équations qui lient ces deux va- 
riables à s et y. 

En difTérentiant les équations (i) , (4)» (5) par rapport à x, 
Ti '*' » y*-» oa obtient . - > 
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3rdx=2(r— 2S / )âx / , 
Zr&y=*2.{r-~x r )ày , —2y i àx' . 
En divisant la troisième par la seconde , il Tient 



ix (r— AxQdi' r— >*' ' 

ou en mettant pour j-7 sa valeur tirée de la première 



donc t 

et par suite 



■+ŒJ- 



(of*)»- i»T-Kr-»'XH-.«T 



D'an antre cdté nous Tenons de troarer 



.«^rûàv, 



donc 
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8 CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

ce qui donne, en intégrant, 

Si l'on vent compter les arcs dn point rayonnant, .pour lequel 
on a_j^=o et X * —f , la constante sera nulle, et l'on aura sim- 
plement 

ou , en se rappelant les résultats ci-dessus , 

s=± P=P+y P=P+P' . 

Ainsi /notre caustique est recnûable ( et tare , compris depuis le 
point rayonnant jusqu'à un autre point quelconque ,- est constam- 
ment égal à la somme des longueurs des rayons incident et ré- 
Jlichi qui répandent à ce dernier point. 

Lorsque P=zar , on a P'—\r ; d'où résulte s=\r -, et telle 
est ia longueur de ta demi-caustique ;- mais la corde de cette demi- 
caustique est -f r ; donc la longueur de la demi-caustique est pré- 
cisément double de sa corde ; ou , en d'autres termes , la longueur' 
de la caustique entière est quadruple de celle de la droite qui 
joint son point de reiro»ss*ntenl à son point ; de contact avec le 
cercle réfléchissait, v '""-,- 

Appliquons encore les considérations précédentes à la recherche 
de la développée de la caustique. * 

Soit (X y Y) nn quelconque des points de cette développée ; l'é- 
quation de la normale à ia caustique sera , 
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DANS LE CERCLE. 9 

dans laquelle il faudrait mettre pour — sa valeur tirée de l'équa- 
tion de la courbe. Mais , au lieu d'avoir recours à cette équation , 
nous pourrons employer la valeur de — déjà obtenue, en jt / et y 1 . 

Mettant en outre pour a: et y les valeurs donuées par les équa- 
tions (4) et (5), et avant égard à l'équation (1), ou trouvera 

{7*—, *>(3*'— r )}.3r+(2j/- r y.$x=ry . (20 

Op. exprimera que la développée est l'enveloppe de l'espace par- 
couru par la normale ,. en éliminant — entre les dérivées des 
équations (i) et (i*) , ce qui donnera 

{*>(£r<— r)— 2r'}.3X+-(4*'— rtyàr^x* . (3') 

L'équation de la développée sera donc le résultat de l'élimination 
de x> et y 1 , entre les équations (i) , (a'J , (3'). 

Mais les équations (a') et (3') ne sont que les équations (a) et 
(3) , dans lesquelles on aurait changé respectivement x et y en 
ZX et 3J", et changé en outre le signe de r. Le résultat de l'é- 
limination ne sera donc autre chose que l'équation (7) , résultat 
de l'élimination de x' et y> entre les équations (1), (a), (3), 
dans laquelle on aurait opéré les mêmes changemens; c'est-à-dire, 
que l'équation de la développée de notre caustique sera 

(9<9^+9l>-r , }"=^{9.9Î"+(3.3A:+.r)-} ; 
ou bien , en posant , pour plus de simplicité ; r=3fl. 

{ 9 (y+r)_iT)-=4B-{9l"+(3*ffl)'} • (70 

En comparant cette équation à l'équation (7) , ou Toit qu'elle est 
Tom. XVll. 2 
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io CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

composée en X, Y et —H comme celle-là l'était en x,y et +r; 

ce qui conduit à ce résultai remarquable : 

Lorsque le point rayonnant est à la circonférence d'un cercle ré~ 
flvehissant , ta développée de la caustique est une autre caustique 
semblable à la première , relative à un cercle réfléchissant concen- 
trique au premier , mais d'un rayon trois fois moindre , et dont 
la circonférence passe conséqiiemment par le point de rebrousse- 
ment de cette première caustique. La seconde caustique est d'ail- 
leurs tournée en sens inverse de la première , de sorte que le point 
lumineux qui lui répond se confond avec le point de rebroussement 
ou foyor de celle-là. 

Il suit encore de là que , lorsque le point rayonnant est à la 
circonférence d'un cercle réfléchissant , la caustique est la dévelop- 
pée dune autre caustique semblable , tournée en sens inverse et 
relative à un cercle réfléchissant concentrique au premier , mais 
d'un rayon trois fois plus grand. 

On aura donc l'équation de l'une des développantes de la caus- 
tique dont il s'agit en changeant simplement, dans l'équation (7) 
x, y et +r en y x , \y et — r ; ce qui donnera l'équation fort simple 

(* , +/-0'==4- , {r'H-<H-'r} (*)• 



(*) Ce résultat peut être confirme par an antre oVjà obtenu. On a ru , en 
effet, k la page 78 du précédent volume, "que l'équation de l'une des dé- 
veloppantes de la caustique par réfraction relative a an cercle qoi a son 
centre à l'origine , et pour des rayon» émanés de l'un quelconque (u,i) des 
points de son plan , est 

{yt(#"+y>+r»)— V(«'+*»+r , )} i =4/-*{(*"ar— *'d)»+(Vy— *»*)* } . 

Pour passer de la .an cas de la réSexion , il suffira , comme l'on sait , de 
poser fctes— A t ,ce qui donnera # 
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Le point de rebrousse ment de la caustique dont nous étudions 
les propriétés étant un point très-remarqnable de cette courbe , 
nous nous trouvons naturellement invités à y transporter l'origine , 
et à chercher ensuite l'équation polaire de cette même caustique. 
Pour transporter l'origine & ce point de rebroussement , il suffit 
simplement dé changer , dans l'équation (y) , 3.r eu 3-r-f-r , ce 
qui , en changeant ensuite r en 3a , donnera 

**+/+Mjra.J:atf i /^+^» . (8) 

Pour passer de là aux coordonnées polaires , il faudra faire 

*=pCosy , y — pSia.f , d'où ^^+^=^1 ; 

il. viendra ainsi , en substituant et divisant par p , 

p+2aCos.<p=+2<ï . (9) 

Cette équation manifeste une des pins belles propriétés de no- 
ue caustique. Considérons , en effet, un cercle concentrique avec le 
cercle réfléchissant,' et ayant pour rayon a—j-r, son équation re- 
lative à la nouvelle origine sera 



Si l'on suppose ensuite que le point rayonnant (afi) cit ait de ceux de la 
circonférence , on aura n»-f-i»=r» , et conséquent ment 

Si enfin on suppose que ce point est sur l'axe des m , k gauche de l'ori- 
gine , on aura i ai » , i=o , et cette équation ddriendra 

«'est-a-dire , la mtmo que celle da texte* 
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d'où on conclura pour son éguation polaire 

p / -f-24Cos.y=o (10) 

et par suite 

p— p^ss+sa , os p=p^+aa 

de sorte que le rayon vecteur de la caustique n'est antre que ce- 
lui du cercle augmenté ou diminué du diamètre de ce cercle. 

Voilà donc un troisième moyen bien simple de décrire la caus- 
tique par point. Après avoir déterminé son point de rebroussement, 
on décrira un cercle concentrique au cercle réfléchissant , dont la 
circonférence passe par ce point; on mènera par ce môme point 
à ce cercle une série de cordes sur la direction desquelles on por- 
tera, de part et d'autre du point où elles se termineront, des lon- 
gueurs égales au diamètre du cercle intérieur , et l'on aura ainsi , 
pour .chacune , deux des points de la caustique. 

Ainsi , dans le cas d'un point rayonnant situé sur la circonférence 
d'an cercle réfléchissant , la caustique est une conchotde, qui a 
pour directrice un cercle concentrique au cercle réflecteur et un 
rayon égal au tiers de celui de ce cercle. Le pâle de cette con- 
choïde t situé sur la circonférence de ce dernier cercle , est en 
même temps le point de rebroussement de la caustique, 

H suit encore de là' que toutes les- cordes , menées â la caus- 
tique par son point de rebroussement , sont d'une longueur cons- 
tante et égale au deux- tiers du . diamètre du cercle réflecteur (*). 



("} Cette courbe est donc ( Aimait* » tout, I , pag. ia4 ) on cas particu- 
lier de toutes celles qu'exprime l'équation générale. 
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Replaçons l'origine au centre du cercle réfléchissant , et propo- 
sons-nous de déterminer l'équation de l'épicycloïde engendrée par 
un cercle d'un rayon égal à a et roulant sur un autre cercle de 
même rayon. 

Supposons que le cercle générateur , d'abord tangent au cercle 
base * au point (x=+a,y—o) , que nous supposons le point dé- 
crivant , s'élève au-dessus de l'axe des x , pour décrire la courbe. 

Soient, & un instant quelconque, (s, y) le point décrivant et 
(x",y") le centre du cercle générateur ; on aura d'abord 

s"*+y" u =4<t , <<4) 

La droite menée da centre du cerclé mobile au point décrivant, 
fait avec l'axe des x un angle , dont la tangente tabulaire est —-„• 

Cet angle est l'angle extérieur d'un triangle dont le troisième côté 
est la droite menée de l'origine au point {x",y") ; et , par la na- 
ture du mouvement, les angles adjacens. à ce troisième côté dqi~ 
vent être égaux ; donc l'angle extérieur dont il s'agit , doit être 
égal au double de l'un d'eux, dont la tangente est — ; la tan- 
gente tabulaire de cet angle extérieur sera donc 

c'est-à-dire, - j,iSl ' , ' > 



-(5)" 



d'où il suit qu'on devra avoir 



et dont la propriété communs est que. tonte? celles de leur» cordes qnî paa- 
tent par l'origine ont" une même ïon&u'étar'' àa. ■' - - 

î . ..-.Attim 
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- ** / y y— r* 

on bien 

*s»y»(x—x«)e*{y-y«){*»*-y») { (.6) 

de sorte que l'élimination 4e s" et y", entre les équations 04)» 
(j'j), (16), conduira à l'équation de l'épicycloïde cherchée. 

Des équations (i5) et (16) on tire facilement, ai ayant égard 
à l'équation (i4) 

4- * * J ~ 4« 
on encore, en employant toujours l'équation (14) 
^a{a—d)s=x tt {za—at ,f ) ,.. (17) 

adr/=y(2<i— jr") . (18) 

d'où on conclura , par division , 

ce qui vent dire que la droite menée du point («a+*,j=») 
an point décrivant est constamment parallèle à celle qui va de l'o- 
rigine an centre du cercle mobile. Cette propriété , analogue à celle 
qu'exprimait l'équation (6) , peut déjà nous faire pressentir a quel 
résultat nous allons être conduits. 
En éliminant y*' entre les équations (14) et ('9)> °» troave 



Vr+C*—)* 



valeur qui , substituée dans l'équation, (17) , donne pour l'équation 
de l'épicycloïde demandée 
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En changeant , dans cette équation , a en — , elle devient préci- 
sëinent celle de notre caustique. 

Ainsi , pour ' un point lumineux situé a la circonférence d'un 
cercle réfléchissant , la caustique est Fépicyclofde engendrée par un 
' des points de la circonférence d'un cercle mobile, d'un rayon trois 
fois moindre que celui du cercle réflecteur, roulant sur un cercle 
fixe, concentrique à ce cercle réflecteur , et ayant également un 
rayon trois fois moindre que le sien. Le point de rebrou ssement 
est celui de la circonférence du cercle base qui coïncide arec le point 
décrivant (*), 

II. Occupons-nous maintenant de la recherche de- la caustique 
par réflexion relative au cercle, dans le cas des rayon» de lumiè- 
res parallèles. 

Soient toujours r le rayon au cercle réfléchissant (x,y) un quel- 
conque des points de la caustique {x'^y') le point incident qui lui 
correspond. Afin de simplifier nos calculs , nous prendrons le cen- 
tre du cercle pour origine des coordonnées rectangulaires , et nous 
supposerons l'axe des s parallèle à la direction commune des rayons 
incidens. Mous aurons d'abord 

x"+y*=r». (.) 

Spit p la tangente tabulaire de l'angle que fait le rayon réflé- 



O Enfin > poar ne rien laisser a dire sur ce sujet , il faut encore ajou- 
ter que , pour un point rayonnant situé à la circonférence d'un cerclé ré- 
fléchissant , la caustique est f enveloppe Je t'espace parcouru par un cercle mo~ 
oile et variable de rayon qui , ayant constamment ton centre sur la circonfé- 
rence d'un cercle concentrique au cercle réflecteur, passe constamment par un 
point fixe de cette circonférence. Ce point fixe est alors le point de rebrousse-: 
meut de la caustique. . ... 

»'■"" J.P. G. ' ■ 
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chi arec l'axe des ï, et, par suite , avec le rayon incident ; ce 
rayon réfléchi fera avec la normale , au point d'incidence , un an- 
gle dont la tangente tabulaire sera 

p— — 

* c'est-à-dire, ^^ • 



'-b»-7 



pais donc que l'angle d'incidence est — , on aura 

■ *'+Pf * ' 
ce qui donne 



L'équation du rayon réfléchi sera donc 
on bien, en' ayant égard à l'équation (i) 

. . **¥*W—y*tor-'Y * ( 2 ) 

On exprimera que la caustique est l'enveloppe de l'espace parcou- 
ru par le rayonréflecûî , "en éliminant — des dérivées de (i) et 
(2) , prises en regardant x et y comme constans. Or , ces dérivées 
donnent 

on aura donc pour troisième condition, en égalant ces deux valeurs, 
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DANS LE CERCLE. 17 

ou , en réduisant 

a(**— y*)x+$x*y f yz=r*x f . • ' (3) 

L'équation de la caustique cherchée fiera donc le. résultat de l'éli- 
mination de x* et y' entre les équations (1), (2) , (3). 

' Pour effectuer cette élimination , éliminons- tour—a-tour , comme 
nous l'avoitf déjà tait ci-dessus, x et y entre les -équations (a) -et 
(3) i en ayant toujours égard à l'équation (4) , il viendra 

3r>*=s*<S+2y*) , (4) 

T>y=y* . (5) 

£a première de ces équations peut encore s'écrire ainsi 

et, en divbaat l'eqMtioi» (S) par eetle dernière, il viens 

ce qui signifie que la droite menée par le milieu de l'abscisse du 
point d'incidence, parallèlement a la' normale en ce point, ren- 
contre le rayon réfléchi en son point de contact arec la caus- 
tique - f voilà donc un premier moyen graphique rie décrire cette 
courbe par points. 

En ajoutant au quatre de F équation (47 te quadruple' du quarrl 
de l'équation (5), on trouvera, en ayant toujours égard à l'équa- 
tion (1) • 

tfoù ■-, •.■■";■' ■••'•- 

Ton. XVri 3 
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mettant donc dans celle dernière, pour y /S , sa valeur donnée pu 
l'équation (5) , on obtiendra pour, l'équation cherchée de la caus- 
tique 

U0^O-^} , = a *7'V. (7) 

0» voit que «eue courbe .est une Iigaè tlu sixième ordre, symé- 
jtjique par rapport aux deux axes. En. la discutant «n lui trouvera j 
sur l'axe des «,, deux points de rebroussement, situés de part et d'au- 
tre du centre du cercle, à une distance de ee centre égale à la 
moitié de son rayon. On trouvera de plus que cette courbe touche 
le cercle aux deux extrémités du diamètre perpendiculaire à celui 
qui joint les deux points de rebroussement. 

Si l'on cherche la longueur du. rayon réfléchi, mesuré depuis)* 
point d'incidence jusqu'à son point de contact avec la caustique ; 
en représentant cette longueur par P'., on aura 

ou , en mettant pour * et y les valeurs données par les équations' 
(4) et (S) et ayant égard à l'équation (t) t 

i"=il>r-=^=j ' .'.' ." „(8j "'.. 

Ainsi , (tans la caustique .par réflexion formée par des rayons pa- 
rallèles tombant sur la circonférence d'un cercle, la -longueur dw 
rayon réfléchi est , moitié de celle de la projection ., sur la. direc- 
tion commune des rayons incident, de, la normale au point d*in-> 
cidence; ce qui offre un nouveau moyen fort simple- de décrire la 
caustique par points. 

Au moyen de l'équation (8) , l'équation (6) devient 
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J f . 

«— & **"* '■ \ „ , 

ce qui signifie que /a parallèle menée par un quelconque a*es points 
de la caustique à la normale au point d'incidence 'correspondant 
rencontre le diamètre parallèle, aux rayons incidens i une distance' 
du centre du cercle réflecteur égale à la longueur du> rayon vtèflèèhi." 
Occupons-nous présentement de la rectification de la caustique. 
La formule générale est 



•t/^'HfJ 



Or , on tire des éqnatious (4) «t (5) ., f ^ 

ce qui dorme, en mettant pour y'ày* sa râleur —*'djr ^donnée . 
par l'équation (i) * 

r»dy=— ixyix 1 . ,■..;,,,;. 

On lire de là 



3(y«— x"l<\*> 






r l'i'f a J"¥il' <' , '*"*">' , <-**"»" ^ W4f*»* 'i_ 



t/*"-*"*' î 
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substituant. toutes ces valeurs dans la formule (9) , elle deviendra 

E» comptant les arcs de l'axe des y, il devient inutile d'ajouter 
une constante à dette intégrale. Si on la compare à 1» formule (8), 

«a pourra écrite .1 ■ 

■■'"■ ■ '■■ •'■ ■■ ''-'èmst+P ; ■•' 

c'est-à-dire que la longueur de la caustique comprise -entre le dm- 
mètre du cercle réfléchissent perpendiculaire a) la direction com- 
mune des rayons incidens et un quelconque des points de cette 
courbe , est égale à la distance de ce point à ce diamètre , augmen- 
tée de la- longueur du rayon réfléchi qui répond à ce mime point. 
On voit aussi que la Jongueur totale de la caustique est triple de 
la longueur" du diamètre du ' cercle réfléchissant. 

Cherchons l'équation de .la développée de notre caustique. Soit 
(XfX) un quelconque des pointa de cette développée; l'équation de 
la normale à la caustique an point {x, y) sera 

ou bien, d'après la valeur trouvée ci-dessus pour - - 

(y»~st*)'X— *)— 2x'y>'r~ y)eo i 

ou enfin , en mettant pour s et y leurs valeurs tirées des équa- 
tions (4) « (5J et faisant usage de l'équation (1) 

4»yr-fi(«A^ y' , )X=r t a t ; (10) 

c'est l'équation (3) , dans laquelle on aurait mis respectivement X 
et Y pou* xêtTj." 
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Pour exprimer que la développée est l'enveloppe de l'espace, par- 

couru par la normale, il faudra éliminer — entre les dérivées des 

équations (i) et (10) prises par rapport à a' et y' seulement , ce , 
oui donnera 

«xyJT— 4(^^f^)=ry . (11) 

L'équation de la courbe cherchée sera le résultat de l'élimination * 
de x 1 et y' entre les équations (i), (i-o), (ti). 

En résolvant les deux dernières par rapport à X et Y, et fai- 
sant usage de l'équation (i) , il vient 

ar'XB** 1 , . 

En ajoutant' an quarre de la seconde le quadruple du quatre* de 
la première et en faisant toujours usage de l'équation (i) , il viendra 

on bien 

16CXM.J*)— ^=3** j 
d'où en cubant . 

{t6(^+J")-r*}'= a7 (^)* ; 

ou encore en mettant pour *" sa râleur ttr'X trouvée ci^essus , 
et posant pom^àbréger, r=afl 

Equation qui n'est -autre que l'équation (7) , dans laquelle on au- 
rait changé y en X, x en Y et r eu A ' 
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Ainsi, la dèvehppée de Id caustique par ■ réflexion relative eu 
cercle -, dans le cas dès rayons incidens parallèles , est une courbe 
exactement semblable à cette caustique , mais relative à un cer- 
cle réfléchissent concentrique au premier et d'un rayon moitié moin- 
dre j laquelle est située perpendiculairement à cette caustique ; c'est- 
à-dire , de telle sorte que la. droite qui • joint ses deux points d'in- 
flexion est perpendiculaire à la direction commune des rayons in- 
ctfehg , ou que' ses deux sommets Coïncident avec les points de re- 
broussement de la . première^ 

-II' r&ulie d« Ut (pie la caustique par réflexion relative mu cer- 
cle, dans le cas des rayons incident parallèles , .est. M, développée 
d'une courbe toute semblable , mais relative à un cercle concentrique 
à celui-là et d'un rayon double dû sien , laquelle a une situation 
perpendiculaire à la sienne ; c'est-à-dire , telle que la droite qui 
joint ses deux points de rebrousse ment est perpendiculaire à la di- 
rection commune des rayons incidens , ou encore telle que. ses points. 
de rebroussement coïncident . avec les deux sommets de la causti- 
que. 

Bflpposons-nous- de trouver l'équation- de l'épicycloïde engendrée 
par l'an des points de la circonférence d'un cercle d'un rayoa e , 
' roulant sur on autre cercle d'un rjtyon ac. 

Prenons le centre du cercle fixe pour origine des coordonnées 
rectangulaires. Supposons qu'à l'origine du mouvement le point de 
contact des deux cercles soit sur l'axe des x , du côté des x po— ' 
siùfs , que ce point est le point décrivant , et que le cercle mobile 
tourne eu s'élèvant dans la région des y positives. 

Soient , pour un, instant quelconque , (x,y) le point décrivant - 
et (x'^y") le centre du cercle mobile j bous, aurons, d'abord 

^4^"=9^, ('3)' 

(*»-S?+(y«=yy.^ . 04}. , 
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La droite qui joint le centre du cercle mobile fera arec le point 
décrivant avec l'axe des s , un angle qui aura pour tangente ta- 
bulaire - ■■'» Cet angle sera f'angle extérieur d'un triangle dans 

lequel le côté opposa sera la droite qui joint les centres des deu* 
cercles ; et les deux angles adjacens à ce côté devront , par la na- 
ture du problème, être double l'un de l'autre ; d'où, il suit que 
l'angle extérieur dont il s'agit devra être triple du plus petit des an- 
gles intérieurs opposes. Or , la tangente tabulaire de ce dernier étant 

_— ., la tangente tabulaire de son triple devra être ^tr-: — — tr* 

se" ° * «*(*"»— 3y"*J 

la troisième équation du problème sera donc 

C ' y"~ r — r"&*"*-y*'> , l5 v 

L'equatîon de l'épicycloïde demandée sera donc le résultat de l'éli- 
mination de x" et yi' entre les équations (i3), (i4) , (i5)* 
On tire dés deux dernières 



^/t'(àm"'^-r" , )'+x"\x'"— fy"')* 

mais, au moyen de l'équation (i3) , le cférioïnînateur commun de 
ces valeurs se réduit a 27c 1 , de manière qu'on a simplement 

À']C t {x tf —x)=x t/ {x in —îy" K ) , 
ou , en faisant encore usage de l'équation \tfy 
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gc % (3*— i*'^=4*'y" , (16) 

*v?y=iy"' • ("7) 

. En divisant la seconde par la première, il vient 

» _y m r = f 

• 3#— •»*" ** * b— î«* «* 

ce qui nous apprend que la droite menée par nn quelconque (*»y) 
des points de Fépicycïoïde , parallèlement à celle qui joint les cen- 
tres des deux cercles rencontre Taxe des x à une distance dé l'o- 
rigine ' égale aux deux tiers de l'abscisse du centre' du cercle mo- 
bile r ou l 'g a * e & l'abscisse' de son point de contact avec le cercle 
fixe. 
En mettant l'équation (16) sous cette forme 

et ajoutant ensuite son quarré à celui de l'équation (»?)» il vien- 
dra, en faisant usage de Inéquation (,3) , 

d'où, en élevant les deux membres au cube , 

mettant dans cette dernière pour fy r,î sa valeur donnée par l'équa- 
tion (17) il viendra finalement 

équation qui coïncide exactement avec l'équation (7) de la 1 
que , ai l'on y change c ti -■■ . 
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Ainsi, dans le cas des ' rayons incident parallèles , la caustique 
par réflexion relative au cercle est une épicycloïde engendrée par 
l'un des points de la circonférence d'un, cercle Sun- rayon -égal' au 
quart de celui du cercle réfléchissant , roulant .sur .un cercle con- 
centrique' à ce dernier, et d'un rayon moitié moindre que h sien. 
Les points de la circonférence du cercle*-base oit vient s'appliquer 
le point décrivant , sont les deux points de rebrousse ment de la çaus- 

..Ht If va nous devenir facile, d'après ce qui précède, d'attaquer 
le cas général du. problème qui nous occupe. 

Soit toujours r le rayon du cercle réfléchissant Pour simplifier 
nos calculs , autant que la question peut le comporter , nous place- 
rons encore l'origine au centre de ce cercle , et nous ferons passer 
l'axe des x par le point rayonnant que nous supposerons d'ailleurs 
quelconque sur cet axe. "■""■_ 

Cela posé, soient (x,y) un quelconque des points de la causti- 
qoe (xVj') " e point incident qui lui correspond , et enfin a l'abscisse 
du point lumineux ; on aura d'abord 

x^+y^ssf . (i) 

L'équation du rayon réfléchi sera . " 

-AU Ml :c: 1 - ,::■'.:. ] ' y-y^x-^) ; .'.,:. 



(*) Pour ne rien laisser k dire sur ce sujet , il faut encore «jouter que 
la caustique par réflexion relative au cercle , dans U cas des rayant incident pa~ 
rattitu ,e§tttnveloppe m» l'espace parcouru par an cercle mobile , variable de gran- 
deur, cl de situation t qui , ayant constamment tan centre sur la circonférence d'un 
cercle Jixe , concentrique au cercle réfléchissant, mais d'un rayon moitié moin- 
dre, serait eunstamment tangent au diamètre d» ce cercle Jixe de mime direc- 
tion que les rayons incident. . 

J J. D. G. 

Tom. XVII 4 
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dans la<juplle il faudra déterminer p de telle sorte que l'angle de 
réflexion soit égal à l'angle d'incidence. 
Or, la taogeute de l'angle d'incidence est 

_? i. 

*"— " , ou „/f ._ , ou enfin -^-j -, . 
et celle de l'angle de réflexion est 



on doit donc «voir 

-s' i'r?*' , . 

d'où 

" air'*— *'*)+r**' »'(#■*— aa*0+«'* 
L'équation du rayon réfléchi sera donc 

^-s~Q (j 

ou bien, en chassant le dénominateur , développant et réduisant, 
[^(r'-saxO+ar']/— f{?*— 2ex*)x=ary . (a) 
Les dérivées de (i) et (2) sont 

à"? y* * - d*' "" (r* — vs')*'4-«r > 

ori exprimera donc que la caustique est l'enveloppe de l'espace par- 
couru par le wyon réfléchi , en écrivant 
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on bien , en chassant les dénominateurs et ayant égard à l'équa- 
tion (0, 

L'équation de la caustique cherchée sera donc le résultât de l'éii- 
miuation de x* et y* , entre les équations (1), (a)', (3). 

S'il ne s'agissait que d'obtenir les points de cette Caustique qui 
correspondent aux divers points d'incidence , sans qu'il fnt néces- 
saire de parvenir à l'équation de la courbe, on remarquerait que 
s* et y* étant dès lors donnés et les équations (2) et (3) n'étant 
que du premier degré seulement en x et y , ces équations sont 
conséquemment celles de deux droites qui , par leur intersection, 
doivent donner un des points de la caustique. 

L'équation (2) est celle d'une tangente à la caustique , et par suite 
celle du rayon réfléchi qui répond an point d'incidence (*', < r / ). On 
peut .donc considérer comme déjà construite la droite exprimée jpar 
cette équation. 

Pour construire la droite exprimée par l'équation (3) on pour- 
rait tout simplement déterminer ses intersections avec les axes des 
coordonnées, et on serait même d'autant mieux fondé a en agir' 
ainsi, qu'ici -ces axes ne sont point des lignes tout-à-fait étrange-' 
res au problème qui nous occupe; mais il sera peut-être préférable 
de faire usage d'une méthode employée. d'an* manière si .heureuse 
par M, Gergonne, en plusieurs endroits de: son recuvib 

L'équation (3) peut être écrite ainsi 

d'outil suit "qu'on aura deux points de la droite qu'elle exprime 
en construisant les denx systèmes de deux droites : 



yGooqle 



=8 CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

l'x+y'y-o , ) ■.•--.. -■■ x'x+jr'y=r>' . I 

(5) («) 

stx— •x , =o ; ) . a(2x-~x / )==r t — fax* . I 

qu'on déduit de (4) , en y supposant tour-à-tour ses deux mem- 
bres égaux à zéro et à l'unité. ' 

.La première des équations .(5) est celle -d'une perpendiculaire me- 
née, par l'origine au rayon gui va an point d'incidence ; l'autre est 
celle d'une droite perpendiculaire à l'axe des *, dont l'abscisse est 
moitié de celle de ce point d'incidence ; ainsi le point (5) de la ' 
droite (4) , intersection de ces deux droites , sera toujours facile i 
construire. 

La première des équations (6) est celle de la tangente au cer- 
cle au point d'incidence ; la seconde qui revient à 

est celle d'une perpendiculaire à l'axe des jr facile a construire, 
puisque — est la distancé (le l'origine à la polaire du point rayon- 
nant, etque ri «si l'abscisse du point d'incidence. Ainsi le point (6). 
de la 'droite (4), intersection de ces deux droites, et par suite la, 
droite (4) elle-même sera facile à construire. Elle coupera le rayon 
réfléchi à son pbiut.de contact 'avec là caustique, Voilà donc un 
procédé assez simple , pour construire tant de points qu'on voudra 
de cette courbe. ■ < ■■ •' ''*' F ' :: -' ! * '. ■'.'.•■".' : - n 

Occupons-nous présentement de la laborieuse recherche de son 
équation. En résolvant les équations (a) et (3)', par rapport à x 
et y\ et : se servant de l'équation (i) pour simplifier les résultats, 
il vient 

^ , (^ , -i-3oJ / +3fl*)J5=M' < r v, , (7) 

r*(r*— 3ax / +2a*)x=:a{2ax / y , *~- r*(r*— ax*)} . (8) 

L'équation (6) peut encore s'écrire ainsi - -î 
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r , {(r , ^-3fljr / +ad*)j+fl(r > — ^^t')}MM^r'/ /, '; {9) 

d'où , en divisant (7) pat cette dernière ' 

y ; ' y ( ia \ 

r'—ias'+ia* . 

Ce résultat nous apprend que si, par l'un quelconque (*,j*) des 
points de, la caustique, on mène. nue parallèle au rayon qui va au, 
point' d'incidence {x',?') qui lui correspond, cette parallèle cou- 
pera 'j'axe des V eu un point dont l'abscisse sera 

1 ■"" j*— 3«z'- r *MV '■'.:■: ■'.'■.:> 

Nous Terrons tout-à-l'heure ce que c'est que cette dernière quan- 
tité'. 

. Pour. faciliter la solution du problème ,. il fan; en combiner les 
équations de manière a les rabaisser autant qu'jt est possible pair 
rapport à s' et y 1 . D'abord , au moyen des râleurs de r cl de 
yi données par les équations (y) et (6; , et eu faisant usage de l'équa- 
tion (i), on trouve 

; ' ««^rt^^: i££g~: ■}■'■ 

mais , l'équation (7) donne t en qoartant et renversant, i i 

-multipliant ces deux équations membre à membre et réduisant, 
il viendra , - • - - -- : — 

■ aMf ■■ -. -~. jh ,< J • '«i., 

et par suite 
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3o CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

y" **? ~"~" '**' 
LeVecond membre de cette dernière équation ne renferme plus que' 

les seules cordonnées de la caustique \ en le représentant par ■— ■ , 
et en mettant pour y" sa valeur r 1 — a* , on aura 

De cette dernière équation ,' combinée avec l'équation. (1), on ti- 
rera les valeurs de x' et y' qui , substituées dans l'une ou l'au- 
tre des équations (7) et (8J , donneront l'équation cherchée en x 
et y. Nous n'achevons pas le calcul, qui n'offre plus présentement 
que des difficultés pratiques, parce que le résultat en serait trop 
compliqué pour pouvoir être. employé utilement. 

Puisque l'équation générale de la caustique rapportée à deux axes 
choisis même de la manière la plus favorable, se présente sous 
une forme si peu traitante ,' il convient de remplacer celte équation 
par une autre entre' 'd'autres variables \\ car' un problème ne peut 
être réputé résolu que lorsqu'on est' parvenu k un' résultat sus- 
ceptible d'interprétation. Cherchons', put exemple, la relation cons- 
tante qui doit exister entre la longueur du rayon incident' et' celle 
du rayon: réfléchi ; le 'premier .étant,. compté depuis le ;. point rayon- 
nant jusqu'au' point d'incidence , et l'autre depuis ce dernier pointa 
jusqu'au point de contact du, ^ajon réfléchi avec la caustique; 

Soient P et P' ces deux rayons, on aura d'abord 



ej -ensuite' 1 ': ::■'.•. . 1. * uni < . •: 

..1 ._ ,,\ 1,..-. ,,-. ..-.-.,..'. . 
En éliminant s 7 y,y^ .. de cette dernière -formule , au moyen des 
équations (1) , (7), (8j , elle deviendra 
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DANS LE CERCLE. 



P>= ■ 



c'est-à-dire (u), 

Au moyen de cette équation (i3), l'éqnatfon -(io) devient 



C'est-à-dire qne la parallèle menée de l'un quelconque des points 
de U caustique au rayon qui va au point d'incidence correspon- 
dant, coupe la droite qui va du centre au point rayonnant à une 
distance de ce centre quatrième' proportionnelle au rayon incident, 
au rayon réfléchi et à la longueur de cette droite. 

Si l'on élimine x' entre les équations (12) et (i3), on trouvera 

fprmule qui donnera la longueur du rayon réfléchi , quand on con- 
naîtra celle du rayon incident. 

Mais cette formule est susceptible d'une simplification notable. 
Supposons, en effet, que le point rayonnant toit intérieur au cer- 
cle, et soit 4c la longueur de la corde Interceptée dans le cercle 
par le rayon incident considéra eoriwne droite indéfinie, longueur 
qui est censée connue , dès qu'on connaît la direction de ce rayon. ■ 
Par la propriété des cordes qui se couptst on aura 

P(.4c— P)=(r+a)(r—o)=r>~ a * , 

Mettant cette valeur de r % —a % dans la formule (>4)» die détiendra 



i"= 



■é: ■• <•» 
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5a CAUSTIQUE PAR REFLEXION DANS LE CERCLE. 

Si le point rayonnant était extérieur au cercle , on aurait, par 
la propriété des sécantes qui partent d'un même point, 

P(P—4c) ou P(Pj-4cysaf-r*«--(r"-4$ 

suivant que le rayon parviendrait & la partie concave ou à la par- 
tie convexe de la circonférence. Dans le premier cas, la formule 
serait évidemment la même que ci-dessus ; dans le second , P au- 
rait simplement changé de signe et on trouverait 



"=£. (•»> 



bien 



** F • 

Pour le rayon lumineux qui passe par le centre , on a c^ ~ r et 
Pssa-\-r. ou o—r s#vaot que le rayon incident atteint la conca- 
vité ou là convexité*' du cercle; substituant dans les formule (i5) 
et (i 7) il vient. . 

p*=¥±1 f = Hr£ ; 

S*+T * aa~r 

ce qui donne la position des points de rebroussement , dont les dis- 
tances an centre sont - , . f . 

■*r . «r 

ar=- — - , s*=-i . 

aa+r * " a«— r 

Une plus ample discussion prouvera d'ailleurs que , pour le cas 
général ', la caustique est â peu prés de même forme que pour ce- 

(*) C'est précisément U formule de Pstît. Voyea la «prrespondenee rar l'Ecole 
polytechnique ( tom, U , peg, 355 ). 

3. D. G. 
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lui des rayons parallèles, si ce n'est qu'elle cesse alors d'être symé- 
trique par : rapport à l'axe des s. Lorsque le point rayonnant est ex-, 
teneur au cercle , la caustique touche ce cercle à ses intersections 
arec la polaire de ce point. , 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du problème d'optique proposé à la 
page 32 du précédent volume ; 

Par M. Thomas de St-Laurent , Officier au Corps royal 
d'état-major. 

JTOUR généraliser un peu le problème dont il s'agit , nous l'énon- 
cerons ainsi qu'il suit : 
,. PROBLÈME, Lorsque des rayons de lumières émanés d'un même 
■ point quelconque pénètrent obliquement dans F intérieur d'une tasse 
: cylindrique de porcelaine blanche; il se forme au fond de là tasse 
une caustique bien prononcée. On propose de trouver 'T équation de 
cette courbe £ .. 

Solution. Les rayons qui pénètrent dans l'intérieur de la tasse , 
; après s'être réfléchis k la rencontre de sa surface latérale , .forment , 
par leur rencontre consécutive , une surface caustique dont l'inter- 
section, avec le fond de la tasse est évidemment la courbe demandée. 
Pour fixer les idées supposons l'axe de cette tasse vertical, et 
çonséquemnient son fond horizontal. 

Pour avoir la direction du rayon réfléchi qui répond à un point 
d'incidence quelconque, on sait qu'il ne s'agit que de mener une 
droite parce point et par un autre point symétrique avec le point 
rayonnant par rapport au plan tangent au cylindre au point d'in- 
cidence dont il s'agit. 

Tom. XVII. 5 
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Maïs ce plan langent louche le cylindre suivant tous les points 
d'une même droite verticale ; donc tous les rayons incidens qui ont 
leurs points d'incidence dans une même droite verticale ont leurs 
rayons réfléchis compris dans un même plan vertical passant pu 
cette droite et par un point situé symétriquement, avec le point 
rayonnant , par rapport au plan qui touche le cylindre suivant cette 
droite. 

Si l'on considère sur le cylindre une autre droite infiniment voi- 
sine de celle-là , comme le lieu d'une nouvelle série de points d'in- 
cidence ; les rayons réfléchis correspondes seront dans un second 
plan vertical qui coupera le premier suivant une droite verticale 
dont tous les points appartiendront évidemment a la surlace caus- 
tique a laquelle les rayons réfléchis donnent naissance. 

Cette surface est donc formée d'une- suite d'élémens rectilignes 
verticaux -, c'est donc une surface cylindrique verticale ; et consé-r 
quemment , pour en compléter la définition, il suffira -d'en connaî- 
tre une section par un plan horizontal. 

Or si , par le point rayonnant , on conçoit un plan horizontal , 
et qu'on ne considère qae les rayons incidens compris dans ce plan , 
il est clair que la caustique à laquelle ils donneront naissance serflt 
l'intersection de leur" plan avec la surface 'caustique cylindrique" don» 
il vient d'être question ; mais, d'un autre côté"*» cette caustique 
sera évidemment celle qui aurait lieu dans le cercle ' résultant de 
la section du cylindre par le plan horizontal; donc telles serotif ' 
aussi les sections horizontales de la surface caustique', et,' en paT-' 
ticulier, sa section par le plan de la base du cylindre.^ ' " 

Ainsi la caustique formée au fond d'une tasse cylindrique ', par 
des rayons de lumière émanés d'un même point quelconque de fes~ 
paee , n'est autre que la caustique à laquelle la circonférence' de 
ce fond donnerait naissance, si Ton substituait au point lumineua 
sa projection orthogonale sur 'le plan de cette, circonférence , c'est- 
à-dire, que cette courbe est précisément celle qui a fait le sujet dri 
mémoire qu'on vient de lire. -, . . ' 
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- On* voit d'ailleors que, si l'on fait mouvoir le point lumineux 
sur une droite parallèle à l'axe de la tasse, la caustique ne chan- 
gera ni de figure ni de situation ; d'où il suit qu'à l'inverse , le' 
point lumineux étant supposé lé centre d'une sphère idéale d'un 
rayon quelconque , si l'on fait mouvoir la tasse de manière que' 
son. av *oit constamment tangent a cette sphère, la figure de la 
caustique demeurera invariable. 

Lorsqu'il s'agit des rayons solaires, ou peut, sans erreur sen- 
sible , les supposer parallèles ; et alors la caustique est telle que l'exi- 
gent ces, sortes de rayons. Quelle que soit d'ailleurs l'élévation du 
soleil sur l'horizon , et de quelque manière et dans quelque sens 
qu'on incline -la tasse, la figure de la caustique demeurera inva- 
riable ; de sorte que son point de rebroussera eut se trouvera cons- 
tamment à une distance du Centre du fond de la tasse égale à la 
moitié du rayon de ce fond. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes de géométrie^ 

h Oi deux lignes du /».*"* ordre ont m— i sécantes communes, 
réelles ou idéales (*), elles en auront une m.""', qui pourra ôtra. 
aussi, réelle ou idéale; de sorte que leurs m* points d'intersection, 
seront distribués m k m sur m droites. ■ r . 

Si les- deux courbes ont m — 2 sécantes communes , comprenant, 
conséquemment m % — 2m de leurs points d'intersection j les sm points 
d'intersection rèslans appartiendront à Une ligne du Beoond ordre.- 

Si les deux courbes ont seulement m— 3 sécantes communes, com- 
prenant conséquemment m 1 — 3m de leurs points d'intersection ; les 
3m points d'intersection restans appartiendront « une ligna du troi- 
sième ordre. , 

(*)' On -entend. nbAqueiosat ici par sécant* c*mm»t)e à. deux, lignes du n.?"*, 
ordre une droite q;tu' renferme m de leun intersections , réelles on imaginaire*. 
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Généralement, si les deux tourbes ont seulement m—n sécantes 
communes comprenant conséquent ment m 1 — mn de leurs points d'in- 
tersection ; les mn points d'intersection reslans appartiendront à une 
ligne du ».*"■ ordre. { 

II. Si plusieurs lignes Ha m.' 1 " ordre , ayant m sécantes corn- 
ihuries, réelles ou idéales, sont coupées par une transversale cur- 
viligne du oiéme ordre-, et ayant avec elles m—n sécantes com- 
munes ; il y aura, sur chaque courbe, mn' points d'intersection, 
situés sur une ligne du n.' 1 "" ordre , et toutes les lignes du n. a ". 
ordre auront pour sécantes communes les n autres sécantes commu- 
nes , qui n'appartiennent pas à la transversale. 

Dans le cas particulier de n= i , ce théorème devient : ;■ 

Si plusieurs lignes du m*"* ordre, ayant m sécantes communes , 
sont coupées par une transversale curviligne de même ordre, ayant 
avec elles m— i sécantes communes ; cette transversale déterminera ,' 
sur chaque courbe, une nouvelle sécante, et toutes ces sécantes 
iront se -croiser eu un point unique ,* situé snr la m.""* sécante qui 
n'appartient pas a -la transversale. 

III. Si deux lignes de m. 1 *"*' ordre ont respectivement, avec une 
troisième: ligne de cet ordre , m sécantes communes, réelles on idéa- 
les , et d'ailleurs quelconques; les m* points, réels ou imaginaires x 
communs aux deux premières courbes et les m' points communs aux 
deux systèmes de sécantes se trouveront sur une même ligne du 
n. 1 *"" ordre. 

IV. Si deux lignes 4a A-*" ordre ont respectivement, avec une 
troisième du méQie ordre, jp sécantes communes , toutes issues d'un 
même point, elles auront aussi entre elles, m sécantes communes issues 
de ce point (*)- , - ' , . , 

(*) La géomètre qui indique ce* théorème* «joute qu'ils ont leur* analogue* 
pour tes surfaces-coarbe», en appeUat pian ticâttt commun a deux turfaçet du 
m.'*"' ordre le pion d'une courbe de média ordre » luivaat laquelle M onunont 

ces for&tce». ., . ■ . ■ * ., 
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CONTACTS DES CONIQUES. 3j 

m l„ . . ■ ' — _ , j 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE. 

Théorèmes et problèmes , sur les contacts des 
sections coniques; 

Par M. Pluker , docteur de l'Université de Bonn. 

VVVVVWVVVWVVWtlWVWMiVW 

V/h sait que , pour déterminer une conique sur un plan , il faut 
cinq conditions distinctes, et déjà M. Brianchon a traité tous les 
cas où ces conditions sont de passer par des points ou de toucher 
des droites données (*). 

Mais on peut aussi exiger d'une conique cherchée qu'elle ait arec 
une conique déj& tracée un ou plusieurs contacts d'ordre plus ou 
moins élevés et compléter ensuite les conditions du problème , en 
observant qu'un contact simple, en nn point donné, équivaut à 
deux conditions qu'un contact du second ordre , en ce même point , 
équivaut a trois conditions, et en observant aussi que deux co- 
niques tracées snr un même plan ne peuvent avoir eu plus entre 
elles que deux contacts ; simples ou un contact unique du troisième 
ordre. 

Ces considérations donnent naissance a une série de problèmes 
curieux qui ont fait le sujet des recherches de M. Poncelet, dans 
son Traité des propriétés prujectiees des figures. Ce que nous nous 
proposons ici est de considérer quelques cas de cette théorie qui 



<*) Mémoire sur Us ligna au neond ordre ( in-8.«, Parii, Bachelier, 1817 ). 

Tom. XVIIy n.» Tl t 1.» août i8a6. 6 
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reposent sur des considérations fort simples et conduisent à des cons- 
tructions qui ne~ le sont pas moins. Elles ont l'avantage de se dé- 
duire toutes de deux lemmes fondamentaux qui en sont comme 
l'expression générale , et que nous allons d'abord établir. 

Le sujet de ce mémoire étant éminemment du nombre de ceux 
où les propositions se correspondent deux à deux; afin de rendre 
cette correspondance plus apparente , nous lui donnerons la forme 
déjà adoptée eu divers endroits du présent recueil (*). 



Soient A , B , C , F les quatre 
points communs à deux coniques , 
tracées sur un même plan. Par 
les deux derniers C , F soient me- 
nées arbitrairement des sécantes 
aux deux' courbes , coupant res- 
pectivement la première en D et 
£ , et la seconde en D' et E' ; 
les hexagones ABCDEF et ABC 
IVE'F seront respectivement ins- 
crits à ces courbes. Soient donc 
G le point de concours de DD' 
et AF , et soit H celui de EE> 
et BC ; par le théorème de Pas- 
cal (**) , le point de concours de 
AB soit avec DE soit avec D'E' 



Soient A , B, C , F les quatre 

tangentes communes à deux co- 
niques tracées sur un même plan. 
Sur les deux dernières C , F soient 
pris arbitrairement des points par 
lesquels soient menées deux tan- 
gentes D et E à la première courbe 
et deux tangentes D' et E' à la 
seconde ; les hexagones ABCDEF 
et ABCIVET seront respective- 
Uvement circonscrits à ces cour- 
bes. Soient donc G la droite qui 
joint le point DD' au point AF, 
et soit H celle qui joint le point 
EE' au point BC ; par le théo- 
rème de M. Brianchon (**) , la 



(*) Voy. la pag. xfy du tom. XV et le» pag. aog et 385 du tom. XVI. 
IL faudra se rappeler au surplus qu'une lettre unique exprime un point dans 
la colonne de gauche et une droite dans celle de droite , tandis que deux 
lettres expriment la droite qui joint deux points y dans la colonne de gau- 
che, et le point d'intersection de deux droites, dans celle de droite. 

(**) Consultez , pour la démonstration de ce théorème , le présent recueil 
tom. ÏV , pages 78 et 3tii , tom. XIV, pig. 29 , tom. XV, pag. 387 , et 
tom. XVI , pag- 3a4. 
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DES CO 
devra être en ligne droite avec 
les deux points G et H ; ce qui 
revient à dire que les trois droi- 
tes AB , DE , D'E' doivent con- 
courir en un même point K;on 
a donc le femme que voici : 



LEMME I. Deux coniques 
étant circonscrites à un mime 
quadrilatère ; si , par les deux 
extrémités d'un même côté de ce 
quadrilatère on mène aux deux 
courbes des sécantes arbitraires ; 
les cordes menées à ces courbes, 
par les points ou elles seront res~ 
pectivement coupées par ces sé- 
cantes , iront concourir toutes 
deux sur la direction du côté 
opposé du quadrilatère (*). 

Lorsque deui coniques circons- 
crites a un même triangle ont à 
l'un de ses sommets une tangente 
commune , et ontconsequemment 
un contact simple en ce point ; 
rien n'empêche de les considérer 
comme circonscrites à un mémo 
quadrilatère, dont un coté, d'une 



NIQUES. . 3g 

droite qui joint le point AB soit 
avec le point DE , soit avec le point 
D'E' devra passer par le point de 
concours de G et H ; ce qui revient 
à dire que les trois points AB, 
J)E , D'IL' devront appartenir a 
une même droite K; on a doue le 
lemme que voici : 

LEMME I. Deux coniques 
étant inscrites à un même qua- 
drilatère ; si , sur les deux cô- 
tés d'un même sommet de ce qua- 
drilatère on prend arbitrairement 
deux points par chacun desquels 
on mène des tangentes aux deux 
courbes j les points de concours 
des tangentes respectives à ces 
deux courbes seront en ligne 
droite avec le sommet opposé du 
quadrilatère (*). 

Lorsque deux coniques inscri- 
tes a un même triangle touchent 
l'un de se» cotes au même point , 
et oui conséquetnment un con- 
tact simple en ce point ; rien n'em- 
pêche' de les considérer comme 
inscrites à un même quadrilatère , 
dont un angle , égal à deux droï- 



(*) On doit remarquer qu'il ne l'agi t pas seulement ici (le, quadrilatères 
tonrexes , mais encore de quadrilatères dans lesquels deux côtés opposés se 
couperaient entre les doux autres. - ■ * 
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longueur nulle , ' est dirigé sui- 
vant la tangente commune; no- 
tre lemme est donc encore appli- 
cable a ce cas ; et , en l'appli- 
quant tour-à-tour aut différent) 
côtés du quadrilatère devenu trian- 
gle , on obtient les théorèmes sui- 
vais : 

THÉORÈME I. Deux coni- 
ques étant circonscrites à un même 
triangle et ayant à Fun de ses 
sommets une tangente commune ; 
si , par ce sommet , on mène 
deux sécantes arbitraires à ces 
courbes et qu'on mène ensuite à 
chacune d'elles une corde par les 
points où elle est coupée par ces 
deux sécantes; les deux cordes 
ainsi menées iront concourir sur 
la direction du côté opposé du 
triangle. 

THÉORÈME II. Deux coni- 
ques étant circonscrites à un même 
triangle et ayant à lun de ses 
sommets une tangente commune ; 
si , par chaque extrémité du côté 
opposé , on mène une sécante ar- 
bitraire aux deux courbes , et 
qu'on mène ensuite à chacune d'el- 
les une corde , par les points ou 
la coupent les deux sécantes ; les 
deux cordes ainsi menées iront 



ACTS 

tes, à ses deux cités dirigés sui- 
vant la tangente commune ; no- 
tre lemme est donc encore appli- 
cable à ce cas ; et , en l'appli- 
quant tour à-tour aux dtfférens 
côtés du quadrilatère devenu trian- 
gle, on obtient les théorèmes sui- 
Vans : 

THÉORÈME I. Deux coni- 
ques étant inscrites à un même 
triangle et touchant un de ses 
côtés au même point ; si, sur ce . 
côté y on prend arbitrairement 
deux points , et que par ces points 
on mène des tangentes aux deux 
courbes i les points de concours 
des deux couples de tangentes 
à ces courbes seront en ligne droite 
avec le sommet opposé du trian- 
gk. 

THÉORÈME IL Deux coni- 
ques étant inscrites à un même 
triangle et touchant un de ses cô- 
tés au même point t si ', sur chacun 
des deux autres côtés , on prend 
arbitrairement un point , et que , 
par chacun des deux points ainsi 
choisis , on mène des tangentes 
aux deux courbes ; les points de 
concours des deux couples de tan- 
gente* à ces courbes seront en 
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•concourir sur la tangente au som- 
met opposé. 

THÉORÈME III. Deux co- 
niques étant circonscrites à un 
même triangle et ayant à lun 
'de ses sommets une tangente com- 
mune ; si , par chacune des ex- 
trémités de lun des côtés adja- 
cent à ce sommet, on mène une 
sécante arbitraire aux deux cour- 
bes , et qu'on mène ensuite à cha- 
cune d'elles une corde, par les 
points où la coupent les deux sé- 
cantes ; les deux cordes ainsi me- 
nées iront concourir sur loutre 
cêté adjacent à cet angle. 

Ces théorèmes donnent la so- 
lution du' problème suivant : 

PROBLÈME I. Une conique 
étant donnée et trois points étant 
donnés sur son périmètre , déter- 
miner , en n'employant que' lé 
règle seulement , tant de points 
qu'on poudra d'une autre coni- 
que qui touche la première en tun 
des points donnés, la coupe aux 
deux autres et passe en outre par 
un quatrième point quelconque 
donné sur son plan. 



Solution. Soient A, B, O les 
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ligne droite avec celui oh elfes 
touchent le troisième côté du triant- 
8?*. 

THÉORÈME III. Deux co- 
niques étant inscrites à un mime 
triangle et touchant un de ses cô- 
tés au même point ; si , sur cha- 
cun des deux côtés de lun des 
sommets adjacens , on prend- ar- 
bitrairement un point , et que , 
par chacun des deux points ainsi 
choisis i on mène des tangentes 
aux deux courbes ; les points de 
concours des deux coupla de tan- 
gentes à ces courbes seront - en 
ligné droite avec l'autre sommet 
adjacent au même côté du triangle. 
- Ces théorèmes donnent la so- 
lution du problème suivant: 

PROBLÈME I. Une conique 
étant donnée , et trois tangentes 
à cette courbe étant aussi don- 
nées , déterminer; en n'employant 
que la règle seulement, tant de 
tangentes qu'on voudra à uhe.au— 
tre conique qui touche la pre- 
mière à son point de contact avec 
lune des tangentes donnée , tou- 
che les deux autres tangentes don» 
nées et touche en outre une qua- 
trième droite quelconque donné* 
sur son plan. 

Solution. Soie* A, B, C les 
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trois points donnes sur le péri- 
mètre de la première courbe , et 
soit P un autre point quelcon- 
que de son plan ; tout se réduit 
à trouver un quelconque des 
points d'une autre conique qui 
touche la première eu C , la, 
coupe en A et B, et passe en ou- 
tre par le point P. 

Pour cela soit menée la tan- 
gente en C a la courbe donnée. 
Soient menées à cette courbe , 
par Iè point G , deux sécantes , 
l'une CP et l'autre arbitraire^ 
Soient respectivement D et E les 
points on cette courbe est cou- 
pée de nouveau par ces sécan- 
tes. Soit F le point où la' tan- 
gente en G est coupée par la 
droite DE , et soit menée FP j 
cette droite coupera la sécante CE 
en un point Q qui appartiendra 
( théorème I ) à la courbe cher- 
chée. 

Autre solution. Par les points 
À et B , soient menées à la courbe 
donnée deux sécantes , la pre- 
mière AP et loutre arbitraire, 
Soient respectivement D et -E-les* 
points où cette courbe est cou- 
pée de nouveau par ces sécantes* 
Soit F le n'oint où la tangente 
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trois tangentes données à la pre- 
mière courbe, et soit P une au- 
tre droite quelconque , donnée sur 
son plan ; tout se réduit à trou- 
ver une quelconque des tangen- 
tes à une autre conique qui tou- 
che la première a son point de 
contact avec C , touche les tangen- 
tes A et B et touche en outre la 
droite P. 

Pour cela soit déterminé le point 
de contact de G avec la première 
courbe. Soient pris sur G deux 
points, l'unà son intersection avec 
P et l'autre arbitraire. Par ces 
deux points soient menées res- 
pectivement des tangentes D et 
E & ht conique donnée. Soit joint 
le point DE au point de con- 
tact de G par une droite F. Par 
le point FP et le point GE soit 
menée une droite Q ; cette droite 
sera ( théorème I ) une nouvelle 
tangente à ■ la courbe cherchée. 

Autre solution. Sur les tan- 
gentes A et B, soient pris deux 
points -, l'un AP et l'autre arbi- 
traire. Par ces deux points soient 
-menées respectivement à la courbe 
donnée deux tangentes D et E. 
Soit F la droite qui joint le point 
de contact de G avec le point 
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en C est coupée par la droite. 
DE , et soit menée FP ; cette 
droite coupera la sécante BE en 
an point Q qui appartiendra ( théo-, 
rème II) à la courbe cherchée. 

Troisième solution. Par les 
points A et C , soient menées à 
la courbe donnée deux sécantes , 
la première AP et. l'autre arbi- 
traire. Soient D et F les points , 
où cette courbe est coupée de 
nouveau par ces sécantes. Soit 
E l'intersection de DF et de BC. 
En menant PE , celte droite cou- 
pera CF ( théorème III ) en un 
nouveau point R de la courbe 
cherchée. • 

" Remarque. Cette dernière so- 
lution a sur les deux autres l'a- 
vantage qu'elle n'exige pas que 
l'on mène la tangente par le point. 
C. 

* Si l'on conçoit qne l'angle ar- 
bitraire des deux sécantes du théo- 
rème I diminue jusqu'à devenir 
riul , les deux cordes deviendront 
des tangentes, et il en résultera 
le théorème suivant: 

THÉORÈME IV. Deux coni- 
ques étant circonscrites à un mime 
triangle et ayant à fun de ses 
sommets une tangente commune 
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DE, et soit joint FP au «oint, 
BE par une droite Q ; cette droite 
sera ( théorème II ) une nou- 
velle tangente à la courbe cher- 
chée. 

Troisième solution. Sur les 
tangentes A et C, .soient pris 
deux points , le premier AP et 
l'autre arbitraire , par lesquels 
soient menées à la courbe don- 
née les tangentes D et F, Soit 
E la droite qui joint le point DF, 
au point BC. En joignant le point, 
PE au point CF par une droite 
H; cette droite sera ( théorème. 
III ) une nouvelle tangente à la 
courbe cherchée. 

Remarque. Cette dernière so-. 
lotion a sur les deux autres l'a-, 
van tage qu'elle n'exige pas que l'on . 
détermine le point de contact de 
la tangente C. 

: Si l'on conçoit que la distance 
arbitraire entre les deux points 
du théorème I diminue jusqu'à 
devenir- nulle, les points de con- 
cours des tangentes deviendront 
des points de contact, et il en 
résultera le théorème snivant : 

THÉORÈME IK Deux coni- 
ques étant inscrites à un mime 
triangle et touchant un -de ses, 
côtés au même point ; si f sur- 
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si , par -ce sommât , on mène une 
sécante arbitraire à ces courbes , 
puis des tangentes par les points 
va cette sécante les coupe ; - ces 
deux tangentes iront concourir' 
sur la .direction du côté opposé 
du triangle. 

■ On pourra , d'après cela , ré- 
soudre le problème suivant : 

PROBLÈME IL Une coni- 
que étant donnée, et trois points 
étant donnés sur son périmètre ; 
déterminer , en ri employant que 
la règle seulement , tant de points 
qu'on voudra d'une autre coni- 
que qui touche la première en 
F un des points donnés , la coupe 
aux deux autres et touche en 
outre une droite quelconque , don- 
née sur son plan* 



Solution. Soient toujours A , 
B, C les trois points donnés , 
sur le périmètre de la première 
courbe ; G étant encore celui d'en- 
tre eus. où . elle doit être touchée 
par la seconde. 

Soit F le point ou AB est cou- 
pée par la droite donnée. Par ce 
point F , soit menée une tan- 
gente à la courbe donnée, et 
soit T son point de contact arec 
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ce côté , on prend arbitrairement 
un point et que de ce point on. 
mène des tangentes aux deux- 
courbes ; leurs points de contact 
seront en ligne droite avec le som-, 
met opposé du triangle. 

On poora , d'après cela , ré- 
soudre le problème suivant : 

PROBLÈME IL Une coni- 
que étant donnée , et trois tan- 
gentes à Cette courbe étant aussi 
données i déterminer, en n'em- 
ployant que la règle seulement, 
tant de tangentes qu'on voudra 
à une autre conique qui touche 
la première à son point de con- , 
tact avec l'une des tangentes don- 
nées , touche les deux autres tan- 
gentes données et passe en outre 
par un point quelconque , donné 
sur le plan de la courbe. 

Solution. Soient toujours A * 
B,C les trois tangentes données - 
à la première courbe ; C étant 
encore celle dont le point de con- 
tact doit lui être commun avec 
la seconde. 

Soit F la droite qui joint le 
point AB. au point donné. Par 
un des points où cette droite F 
coupe la courbe donnée, soit me- 
née une tangente Ta cette courbe. 
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t'He. En menant CT , coupant en. 
P la droite donnée , ce point P 
sera ( Théorème ÏV ) sou point 
de contact avec la courbe cher- 
chée ; de sorte que le problème. 
■e trouvera ramené au précé- 
dent. 

Remarque. Comme , par le 
point F , on peut mener deux 
tangentes a la courbe donnée , 
on aura deux points de contact 
T , et par suite deux droites CT, 
et deux points P. Le problème 
a doue deux solutions. 

Lorsque deux coniques n'ont 
qu'une seule corde commune et 
se touchent aux deux extrémi- 
tés de cette corde , la corde com- 
mune peut être considérée comme 
deux côtes opposés et égaux d'un 
quadrilatère inscrit, dont les deux 
autres côtes opposés , d'une lon- 
gueur nulle, sont dirigés suivant 
les tangentes aux deux extrémi- 
tés de cette corde ; notre Lemme 
ne cesse pas pour cela d'être vrai 
et applicable aux divers cotés du 
quadrilatère ; et il en résulte alors 
les théorèmes suivans : 

THÉORÈME V. deux coni- 
ques ayant une corde commune 
Tarn. XVII. 
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En joignant le point CT au point 
donné par une droite P , celle 
droitePsera {Théorème IF) une 
tangente a la courbe cherchéepar 
le point donné; de sorte que le 
problème se trouvera ramené an 
précédent. 

Remarque. Comme la droite; 
F coupe la courbe donnée eq 
deux points , on .aura deux tan- 
gentes T , et par suite denx points 
CT et deux droites P. Le pro- 
blème a donc deux solutions. 



Lorsque denx coniques n'ont 
qu'un seul angle qui puisse leur, 
être circonscrit et touche l'un 
et l'autre côtés de cet angle au 
môme point , l'angle circons- 
crit peut être considéré comme 
un quadrilatère circonscrit, dont 
deux sommets opposés se con- 
fondent ; et dont les deux autres 
sommets sont situés aux points où 
les deux courbes touchent les deux 
côtés de cet angle ; notre Lemme 
ne cesse pas pour cela d'être vrai. 
et applicable aux divers sommets 
du quadrilatère ; et il en résulte 
alors les théorèmes suivans : 

THÉORÈME F. Deux coni- 
ques étant inscrites à un même 
7 
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unique et se touchant aux Jeux 
extrémités de cette corde ; si , 
par fune des extrémités de la 
corde commune , on leur mène 
deux sécantes arbitraires , et qu'on 
mène -ensuite une corde à cha- 
cune de courtes, par ies points 
oit elle est coupée par ces deux 
sécantes ; ies deux cordes ainsi 
menées iront concourir sur la 
tangente à Tautre extrémité de 
la corde commune. 

THÉORÈME VI. Deux coni- 
ques ayant une corde commune 
Unique et se touchant aux deux 
extrémités de cette corde ; si , 
par chacune des extrémités de 
la corde commune , on leur 
mène une sécante arbitraire , et 
qu'on mène ensuite à chacune 
d'elles une corde , par les points 
où la coupent les deux sécantes ; les 
deux cordes ainsi menées iront 
concourir sur la corde commune 
elle-même. 

On pourra , d'après cela , ré- 
soudre le problème suivant : 

PROBLÈME lll. Une coni- 
que étant donnée , et deux points 
étant donnés sur son périmètre; 
déterminer, en n'employant que 
la règle seulement , tant de points 
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angle et touchant en un même 
point chacun det deux cAtés de 
cet angle; si, sur fan des côtés 
de t angle circonscrit , on prend 
arbitrairement deux points , et 
que , par chacun d'eux , on mène 
des tangentes aux deux courbes} 
les points de concours des deux 
couples de tangentes seront en 
ligne droite avec le point où les 
courbes touchent fauire côté de 
l'angle circonscrit, 

THÉORÈME FI. Deux co- 
niques étant inscrites à un même 
angle et touchant en un même 
point chacun des deux côtés de 
cef angle ; si , sur chacun des 
côtés de Vangte circonscrit on 
prend arbitrairement un point , 
et que , par chacun des deux 
points ainsi choisis , on mène des 
tangentes aux deux courbes ,* les- 
points de concours des deux cou- 
ples de tangentes seront en ligne 
droite avec le sommet même de 
l'angle circonscrit. 

On pourra, d'après cela, ré- 
soudre le problème suivant : 

PROBLÈME III Une conique 
étant donnée , et deux tangentes 
à cette courbe fiant aussi données ; 
déterminer , en n'employant que 
la règle seulement , tant de tan- 
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qu'on voudra d'une autre toni- 
que qui touche la première aux 
deux points donnés et passe en 
outre pat un troisième point quel- 
conque , donné sur son plan ? 

Solution. Soient A , B les deux 
points donnés sur le périmètre 
de la première courbe , et soit P 
un autre point quelconque de son 
plan. Tout se réduit à trouver 
un quelconque des points d'une 
autre conique qui touche' la pre- 
mière aux points A et B , et qui 
passe eu outre par le point P. 

Pour cela, soit menée la tan- 
gente en B à la courbe donnée. 
Soient menées a cette courbe , 
par le point A, deux sécantes» 
l'une AP et l'autre arbitraire , 
coupant de nouveau la courbe en 
D et E. Soit G le point 06 la 
corde DE coupe la tangente en 
B ; en menant CP , cette droite 
coupera la sécante AE en on point 
Q qui appartiendra ( Théorème V ) 
a la courbe cherchée. 

Autre solution. Par les points 
À MB , soient menées â ta courbe 
donnée deux sécantes , l'une AP 
et l'autre arbitraire, coupant de 
nouveau cette courbe en D et E. 
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génies qu'an vaudra à une autre 
conique qui touche la première en 
ses points de contact avec Us deux 
tangentes données, et touche en 
outre une troisième droite quel- 
conque , donnée sur son plan ? 

Solution. Soient A , B les deux 
tangentes données à la première 
courbe, et soit P une autre, droite 
quelconque , donnée sur son plan. 
Tout se réduit a trouver une quel, 
conque des tangentes à une au- 
tre conique touchant la première 
aux points A et B et touchant 
eu outre la droite P. 

Pour cela , soit déterminé le 
point de contact de B avec la 
courbe donnée. Soient pris , sur 
la tangente A, deux points, l'un 
AP et l'autre arbitraire, par les- 
quels soient menées à cette courbe 
deux tangentes , D et E. Soit G 
la droite qui joint le point DE 
an point de contact de B; eu 
joignant les points CP et AE par 
une droite Q , cette droite sera 
( Théorème V ) une tangente a 
la courbe cherchée. 

Autre solution. Sur les droites 
A et B, soient pris deux -points, 
l'un AP et l'autre arbitraire , par 
lesquels soient menées des tan- 
gentes D et E & la courbe doo- 
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Soit C le point de concours de née. Soit C -la droite qui joint 

DE et AB, la droite CP cou- le point DE au point AB ; si l'on 

pera la sécante BE en un point joint le point CP au point BE 

Qqaiappartiendraf Théorème I F) par une droite Q ; cette droite 

à la courbe cherchée. sera ( Théorème FI ) une tangente' 
à la courbe cherchée. 

Remarque. Cette dernière so- Remarque. Cette dernière so- 
lution a sur l'autre l'avantage de lution a sur l'autre l'avantage de 
ne point exiger que l'on mène la ne point exiger que l'on déter- 
tangente par le point B. mine le point de contact de la tan- 
gente B. 

Si l'on conçoit que l'angle ar- Si l'on conçoit que la distance 

bitraire des deux sécantes du tbéo- arbitraire entre les deux points 

rèuie V diminue jusqu'à devenir du théorème V diminue jusqu'à 

nul, les deux cordes deviendront devenir nulle, les points de con- 

des tangentes, et il en résultera cours des tangentes deviendront 

le théorème suivant: -des points de contact, et il en r«V 
sultera le théorème suivant : 

THÉORÈME VIL Deux eo^ THÉORÈME VU. Deux col 

niques ayant une corde commune niques étant inscrites à un mime* 

unique y et se touchant aux deux angle , et- touchant en - un t même 

extrémités de cette corde ; si , point les deux côtés de cet am- 

par tune des extrémités de la gle ; si , sur lun des côtés de 

corde commune , on leur mène T angle circonscrit , on prend, 

une sécante arbitraire ■■, et qtfon arbitrairement un point duquel- 

mène ensuite à chacune de ces on mine des tangentes aux', 

courbes une tangente , par le point deux courbes ; les points de con- 

où elle est coupée par cette sécante; tact de Ces tangentes seront en 

les deux tangentes ainsi menées ligne droite avec le point où ces- 

iront concourir sur la tangente à courbes touchent l'autre côté de-. 

l 'autre extrémité de la corde corn- t angle cit conscrit» 
mune. 
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• On pourra, d'après cela, ré-' 
foudre le problème suivant : 

PROBLÈME IF. Une coni- 
que étant donnée , et deux points 
étant donnés sur son périmètre; 
déterminer , en n'employant que 
lit règle seulement , tant de points 
qu'on voudra d'une autre conique 
qui touche la première aux deux 
points donnés , et touche en ou- 
tre une droite quelconque , don- 
née sur son plan ? 

Solution. Soient toujours A et 
B les deux points donnés , sur 
le périmètre de la première courbe, 
et soit G le point- ou la tangente 
eu B est coupée par la droite don- 
née. Par ce point , soit mené à 
la courbe donnée une tangente 
dont D soit le point de contact. 
Soit menée AD , coupant en P là 
droite donnée; ce point P sera 
{Théorème Fil) te point de con- 
tact de la courbe cherchée avec 
cette droite ; de sorte que le pro- 
blème se trouvera ramené au pro- 
blème IU. 
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On pourra , d'après cela , ré-^' 
soudrc le problème suivant: 

PROBLÈME IF. Une coni- 
que étant donnée , et deux tan- 
gentes à cette courbe étant aussi 
données ; déterminer , en rien* 
ployant que la règle seulement , 
tant de tangentes qu'on voudra 
à une autre conique qui touche* 
la première à ses points de con? 
tact ai>ec les tangentes données , 
et passe en outre par un point 
quelconque donné sur son plan ? 

Solution. Soient toujours A et 
B les deux tangentes données, à 
la première courbe , et soit G là 
droite qui joint le point donné 
au point de contact de B. Par 
le point où cette droite coupe la 
courbe donnée, -soit menée une 
tangente D à cette courbe. Soit 
joint le point AD au point donné', 
par une droite P ; cette droite P 
sera ( Théorème Fil) une tan- 
gente à la courbe cherchée en ce 
point , de sorte que le problème 
se trouvera ramené au problème 

m. 



Lorsque . deux - coniques ,/gni ■ Lorsque deux coniques qui ne 
n'ont- qu'une seule corde COm- peuvent être inscrites qu'à un 
mune ont, a l'une -des- eitréun- ■ même angle ont , en- un même 
tés de cette corde , un. contact dur u point de l'un des côtés- de cet " 
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second ordre, eHes doivent iné- 
vitablement se couper à ton au- 
tre extrémité. Elles peuvent alors 
être considérées comme circons- 
crites a un même quadrilatère 
dont deux côtés consécutifs, d'une 
égale longueur, se coufondeu t dans 
la corde commune , tandis que 
les deux autres , d'une longueur 
nulle et formant entre eux un an- 
gle égal à deux droites, se con- 
fondent avec le point de contact , 
et ont pour direction, commnne 
la tangente aux deux courbes en 
ce point. Notre Lemmc ne cesse 
pas pour cela d'être vrai , H in- 
distinctement applicable aux di- 
vers côtes du quadrilatère ; et il 
en resuite alors les théorèmes, 
suivans : 

THÉORÈME rilL Deux ee~ 
m'tjues ayant une corde commune 
unioue et un contact du second 
ordre à fane des- extrémités de 
cette corde, de manière à se cou- 
per è son autre extrémité ; si , 
par le point de contact des deux 
courbes , on leur mène deux se-' 
contes arbitraires , et qu'on mène 
ensuite urne corde i chacune des 
courbes , par Us points ou elle 
est -coupée par- ces deux sécan- 
tes ; les deux cordée ainsi au- 



ACTS 

angle , un contact du second or- 
dre , elles doivent inévitablement 
toucher l'autre côté de cet angle 
endenx points distincts. Etlei peu- 
vent alors être considérées comme 
inscrites à un même quadrilatère 
dont deux angles consécutifs, de. 
même grandeur , se confondent 
dans l'angle circonscrit , taudis 
que les deux autres d'une gran- 
deur nulle , ont leurs sommets ait. 
point de contact des deux cour-, 
bes. Notre Lemme ne cesse pas 
pour cela d'ère vrai ,. et indis- 
tinctement applicable aux divers 
sommets du quadrilatère , et il, 
en résulte le» théorèmes quivaus i , 



THÉORÈME VliU Deux eo* 
niouet étant inscrites à un même . 
angle , et ayant , en un point de . 
[un des côtés de set angle, un: 
contact du second ordre , de ma- 
nière à toucher foutre côté de 
r angle en deux points distincts i ; 
si, par deux points pris arbi-\ 
traitement sur le premier de ces 
côtés, on rriène des tangentes aux 
deux souries ; les points de son- ■ 
cours des deux couples de tan-.- 
gemtes è ces tourbes feront en , 
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Itées concourront sur la corde com- 
mune. 

THÉORÈME IX Deux co- 
niques ayant une corde commune 
unique et un contact du second 
ordre à .tune des extrémités de 
cette corde , de manière à se cou- 
per à son autre extrémité. Si , 
pat chacune des extrémités de 
cette corde commune , on leur 
mène une sécante arbitraire, et 
qu'on mène ensuite à chacune 
d'elles une corde, par les points 
çù la coupent les deux sécan- 
tes , les deux cordes ainsi me- 
nées iront concourir sur la tan- 
gente commune au» deux cour- 
tes. 

. On pourra , d'après cela , ré- 
soudre le problème suivant : 

; PROBLÈME V, Une coni- 
que étant donnée , et deux points 
étant donnés sur son.périmètre ; 
déterminer , en n'employant que 
Sa règle seulement , tant de points 
qu'on voudra d'une autre coni- 
que , qui ait avec la première , 
en l'un des poiuls donnés , un 
contact du second ordre , qui la 
coupe. à T autre, point donné, et 
passe en outre par un troisième. 
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ligne droite avec Je sommet de 
f angle circonscrit. 

-THÉORÈME IX Deux co- 
niques étant inscrites à un même 
angle , et ayant , en un point de 
Fun des côtés de cet angle, un 
contact du second ordre , de ma- 
nière à toucher loutre côté de 
t angle en deux points distincts. 
Si, sur' chacun des deux côtés 
de t angle circonscrit , on prend 
arbitrairement un point, et que , 
par chacun des deux points ainsi 
choisis , on mène des tangentes 
aux deux courbes , les deux points 
de concours des couples de tan- 
gentes à ces courbes seront en 
ligne droite avec le point de con- 
tact de ces mêmes courbes. 

On pourra, d'après cela, ré- 
soudre le problème suivant ; 

PROBLÈME V. Une coni- 
que étant donnée ,• et deux tan- 
gentes* à cette courbe étant aussi 
données ; déterminer , en n'em—. 
ployant que la règle seulement, 
tant de tangentes qu'on voudra 
à mne autre conique , qui ait un 
contact du second^ ordre avec la 
première au point où elle est tou- 
chée par une .des tangentes don- 
nées , qui touche aussi I autre tan* 
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point quelconque , donné sur son 
plan ? 

Solution* Soient A le point 
où les deux courbes doivent avoir 
entre elles un contact du second 
ordre, et soit B le point où elles 
doivent se couper ; soit de plus 
P un point du plan de la courbe 
donnée, par lequel doit passer la' 
courbe cherchée. 

Par lé point A soient menées 
a la courbe donnée deux sécan- 
tes , l'une AP et l'autre arbitraire. 
Soient D et £ les points où ces 
deux sécantes rencontrent de nou- 
veau cette courbe. Soit C le point 
où DE coupe AB; en menant PC , 
cette droite rencontrera AE en un 
point Q : appartenant à la courbe 
cherchée (*). 

Autre solution. Soit toujours 
A le point du périmètre de la 
courbe donnée où la courbe cher- 
chée doit avoir avec elle un cou-, 
tact du second ordre, et soit B 
le point où ces deux courbes 
doivent se couper. Soit enfin P 
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génie donnée, et touche en ou* 
ire une troisième droite quelcon- 
que , donnée sur son plan ? 

Solution. Soit A la tangente 
au point de contact de laquelle 
les deux courbes doivent avoir 
entre elles un contact du second 
ordre , et B la droite qu'elles 
doivent toucher en deux' points 
distincts. Soit de plus P une droite 
donnée, à laquelle la courbe cher- 
chée doit être tangente. 

Sur la droite A soient prf< 
deux points , l'un AP et l'autre 
arbitraire. Soient D et E les tan- 
gentes menées à la courbe "par 
ces deux points. Soit eu fin C là 
droite qui joint entre eux les points 
DE et AB; en menant du point 
PC au point AE une droite Q , 
cette droite sera une nouvelle tan- 
gente à la courbe cherchée. 

Autre solution. Soit toujours 
A la tangente à la courbe don- 
née au point de contact de la- 
quelle la courbe cherchée doit avoir 
avec elle un contact du second . 
ordre , et soit B celle que les deux 
courbes doivent toucher en des 



(*> Cette construction a été" indiquée* «uu 
celet . { Atmaht , ton. VIII , pag. a53 }. 
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nn point par leqiteV doil passer 
la courbe cherchée. 

Par les points A et B , soient 
menées à la courba donnée deux 
sécantes, l'une AP el l'autre ar- 
bitraire, coupant de nouveau la 
courbe donnée eu DetE. Soit me- 
née DE coupant en G la tan- 
gente en A. Soit enfin menée CP 
coupant en Q la sécante BE ; alors 
le point Q sera ( Théorème IX ) 
un nouveau point de la courbe 
demandée. 

Remarque. La première de ces 
deux solutions a sur l'autre l'a- 
vantage de ne point exiger que 
l'on trace la tangente en A. 

Si l'on conçoit que L'angle ar- 
bitraire des deux sécantes du théo- 
rème VIII diminue jusqu'à de- 
venir nul , les deux cordes de- 
viendront des tangentes , et il en 
résultera le théorème suivant : 

THÉORÈME X. Deux coni- 
ques ayant une corde commune 
unique et un contact du second 
ordre à tune des extrémités de 
cette corde , de manière à se cou- 
per à son autre extrémité; si , 
Tom. Fil. 
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points distincts. Soit enfin P l'au- 
tre droite que doit toucher aussi 
la courbe cherchée. 

Sur les droites A et B, soient, 
pris deux points, l'un AP et l'au- 
tre arbitraire , par lesquels soient 
menées les tangentes D et E a 
la courbe donnée. Soit joint le 
point DE au point de contact de 
A par une droite C. Soit enfin 
joint le point CP au point BE 
par une droite Q ; cette droite 
Q sera (■ Théorème IX ) une nou- 
velle tangente 4 la courbe de- 
mandée. 

Remarque. La première de ces 
deux solutions a sur l'autre l'a- 
vantage de ne point exiger que 
l'on détermine le point de con- 
tact de la tangente A. 

Si l'on conçoit que la distance 
arbitraire entre les deux points 
du théorème VIII diminue jus- 
qu'à devenir nulle , les points de 
concours des tangentes devien- 
dront des points de contact, et H 
en résultera le théorème suivant : 

THÉORÈME X Deux coni- 
ques étant inscrites a) un même 
angle , et ayant , en un point de 
l'un des côtés de cet angle , un 
contact du second ordre , de ma- 
nière à toucher loutre côté de 
8 
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par le point de contact des deux 
courbes, on leur mène une sé- 
cante arbitraire , et qu'on mine 
ensuite une tangente à chacune 
des deux courbes , par le point 
fia elle est coupée par cette sé- 
cante; les deux tangentes ainsi 
menées iront concourir sur la 
corde commune. 

On pourra, d'après cela, résou- 
dre le problème suivant : 

PROBLÈME VI. Une conique 
étant donnée , et deux points étant 
donnés sur son périmètre ; déter- 
miner , en Remployant que la 
règle seulement , tant de points 
qu'on voudra d'une autre coni- 
que , qui ait avec la première , en 
lun des points donnés , un contact 
du second ordre , qui la coupe 
à Vautre point donné , et qui tou- 
che en outre une droite quelcon- 
que t donnée sur son plan ? 



Solution. Soit toujours A le 
point du périmètre de la courbe 
donnée où la courbe cherchée doit 
avoir avec elle un contact du se- 
cond ordre , et soit B le point 
où tes deux courbes doivent se 
couper ; soit enfin C le point où 
la droite donnée coupe la cordé 
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r angle en deux pointe distincts ; 
si , d'un point pris arbitraire* 
ment sur le premier de ces côtés t 
on mène des tangentes aux deux 
courbes , les points de contact de 
ces tangentes seront en ligne droite 
avec le sommet de l'angle tir- 
' conscrit. 

On pourra , d'après cela , ré- 
soudre le problème suivant : 

PROBLÈME VI. Une coni- 
que étant donnée , et deux tan- 
gentes à cette courbe étant aussi 
données ; déterminer , en n'em- 
ployant que la règle seulement , 
tant de tangentes qu'en voudra 
à une autre conique , qui ait avec 
la première , au point où elle est 
touchée par une des tangentes don- 
nées , un contact du second or- 
dre , qui touche aussi Vautre tan- 
gente donnée , et passe en outre 
par un point quelconque , donné 
sur son plan ? 

Solution. Soit toujours A la tan- 
gente à U courbe donnée au point 
de contact de laquelle la courbe 
cherchée doit avoir avec elle un 
contact du second ordre , et soit 
B celle que les deux courbes doi- 
vent toucher en deux points dis- 
tincts ; soit ' enfin C la droite qui 
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commune A B. Soit menée , par 
ce point C , une tangente à la 
courbe donnée , et soit D - son, 
-poiutde contact; en menant. AD« 
cette droite coupera, la droite don- 
née en un poiut P , qui sera ( Théo- 
rème X ) 'Son point de contact 
avec la courbe cherchée ; de sorte 
que le problème se trouvera ra- 
mené au. problème V. 



■ Remarque. Comme , par le point 
C , on peut mener deux tan- 
gentes à la courbe donnée , bu 
pourra avoir deux points de con- 
tact D , et par suite deux droi- 
tes AD et deux points P ; de ma- 
nière que le problème a deux so- 
lutions. 
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joint le sommet de l'angle cir- 
conscrit au point donné.. Par le 
point où cette droite coupe la 
courbe donnée , soit menée une 
tangente D à cette courbe; en 
joignant le point AD au point 
donné, par une droite P, cette 
droite sera ( Théorème X ) une 
tangente menée par ce point à 
la courbe cherchée ; de sorte que 
le problème se trouvera ramené 
an problème Y. 

. Remarque, Comme la droite G 
coupe la courbe donnée en deux 
points , on pourra avoir deux tan- 
gentes D , et par suite deux points 
AD et deux droites P; de ma- 
nière que le problème a deux so- 
lutions. 



. Lorsque deux coniques ont en 
un point commun un contact 
du troisième ordre , elles ne sau- 
raient avoir alors aucun antre' 
point commun , ni conséquem- 
ment aucune corde inscrite com- 
mune. On peut , dans ce cas , 
les considérer comme étant tou- 
tes deux circonscrites à un même 
quadrilatère 1 dont les côtés , d'une 
longueur nulle, sont dirigés sui- 
vant la tangente commune , et 



.. Lorsque deux coniques ton- 
client une même droite en un même 
point , et ont en ce point on con- 
tact du troisième ordre , elles ne 
sauraient alors avoir aucune au- 
tre tangente commune , ni con- 
séquemment aucun angle circons- 
crit commun. Oh peut, dans ce 
cas , les considérer comme étant 
toutes deux inscrites & un même 
quadrilatère, dont les angles, d'une 
grandeur nulle, ont tous leurs som- 
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dont les sommets se confondent 
tous quatre avec le point de con- 
tact Notre I.emme ne cesse pas 
pour cela d'être vrai , et il en ré- 
sulte le théorème suivant : 

THÉORÈME XL Deux co- 
niques n'ayant qu'un seul point 
commun , et ayant consiquem- 
ment , en ce point , un contact 
du troisième ordre; si, par le 
point de contact des deux cour- 
bes , on leur mène deux sécantes 
arbitraires , */ qu'on joigne en- 
suite par des cordes les points où 
ces sécantes coupent les deux cour- 
bes ; les cordes ainsi menées iront 
concourir sur la tangente com- 
mune* 

On pourra , d'après cela , ré- 
soudre le problème, suivant : 

PROBLÈME FIL Une cont 
que étant donnée , et un point 
étant donné sur son périmètre ; 
déterminer, en n'employant que 
la règle seulement, tant de points 
qu'on voudra dune autre coni- 
que qui, ayant avec la première 
au point donné , un contact du 
troisième ordre, passe en outre 
par un point quelconque , donné 
sur son plan ? 



mets au point de contact , et dont 
les côtés sont tous quatre dirigés 
suivant la tangente commune. 
Notre Lemme ne cesse pas pour 
cela d'être vrai , et il eu résulte 
le théorème suivant : 

THÉORÈME XL lieux co- 
niques n'ayant qu'une seule tan- 
gente commune , et ayant consé- 
quemment entre elles ,. sur cette 
tangente , un contact du troisième 
ordre ; si , sur 'la tangente com- 
mune aux deux courbes , on prend 
arbitrairement deux points par 
lesquels on leur mène des tan- 
gentes j les points de concours 
des deux couples de tangentes à 
ces cour bes seront en ligne droite 
avec leur point de contact* ' • 

On pourra, d'après cera, ré- 
soudre le problème suivant : 

PROBLÈME ni. Un* coni- 
que étant donnée, et une tangent» 
à cette courbe étant' aussi don- 
née; déterminer, en n'employant 
que la règle seulement , tant de 
tangente qu'on voudra à une au- 
tre conique qui , ayant avec la 
première, en sonpoint de contact 
avec la tangente donnée , un con- 
tact du troisième ordre , touche 
en outre une droite quelconque , 
donnée' sur son plan F ' ' 
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'Solution.. Soit A le point du Solution. Soit A la tangente 
périmètre de la courbe donnée donnée à la première courbe et 
où la courbe cherchée doit avoir au point de contact de laquelle 



avec elle un contact du troisième 
ordre , et soit P le point donné , 
sur le plan de cette courbe. 

Par le point A soient menées à 



la courbe cherchée doit avoir arec 
celle-là un contact du troisième 
ordre , et soit P la droite don- 
née , sur le plan dé cette courbe; 
Soient pris sur la droite A deux 
la courbe donnée deux sécantes, points, l'un AP et l'autre arbi- 
l'une AP et l'autre arbitraire, traire. Soient D et E les langen- 
Soient D et E les points où ces tes menées à la courbe donnée, 
deux sécantes coupent cette courbe, par ces deux .points. Soit C la 
et soit menée DE , coupant en droite qui joint le point A au 
C la tangente en A. Soit enfin point DE. Soit joint enfin le point 
menée CP , coupant en Q la se- CP au point AE , par une droite 
cante arbitraire AE; le point Q Q; cette droite Q sera ( Théo* 



( Théorème XI ) un nou- 
veau point de la courbe cher- 
chée. 

Si l'on conçoit que l'angle ar- 



rème XI) une nouvelle' tangente 
à la courbe cherchée. ' 

Si l'on conçoit que la distance 
bîtraire des deux sécantes du théo^ arbitraire entre les deux poînls 
rèuie Xi diminue jusqu'à deve- dû théorème XI diminue jusqu'à 
nirnul, les deàx cordes devien- devenir nul, les points de cou- 
dront des tangente»; et il en ré- cours des ' tangentes deviendront 
stiliera le théorème suivant: des points derontact, et il en ré- 

sultera le théorème, suivant : 
THÉORÈME XII. Deux co~ THÉORÈME XII. Deux co- 
niques n'ayant qu'un seul point niques n'ayant qu'une seule tan- 
commun , et ayant conséquent- génie commune , et ayant conse- 
ntent , en ce point , un contait quemment entre elles , sur cette 
4y troisième ordre ; si , par le tangente , un contact du troisième 
peint de contact des deux cour- ordre-, si , par' un point pris or- 
bes , on leur mène une sécante bitrairement sur la tangente corn-- 
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arbitraire. et ensuite des tangen- 
tes , par les deux points où cette 
sécante les coupe ; ces deux tan- 
gentes iront concourir sur la tan-, 
gente commune aux Jeux courbes. 

On .pourra , d'après cela , ré* 
soutire le problème suivant : 

JPROBLÈME TIIU Une co- 
nique étant donnée y et an point 
étant donné . sur son périmètre ; 
déterminer , en n'employant que 
ta règle seulement , tant de points 
qu'on coudra d'une autre ton*-* 
que qui , ayant avec la première ,; 
au point donné , un contact du 
troisième ardre , touche en outre 
une droite', quelconque , donnée 
sur son plan ? 

Solution. Soit A le point' Su 
périmètre de la courbe donnée' 
où la courbe cherchée doit avoir* 
arec elle un contact du troisième 
ordre. Soit en outre C le point, 
où la tangente en A est coupée! 
par la droite donnée. Par ce point 
C , soit menée à la courbe don- 
née une tangente, dont D soit le 
point de contact , alors le point P , 
où la droite donnée sera coupée. 
par AD , sera ( Théorème XII ) le 
point de contact de celte droite 
donnée avec la courbe cherchée; - 
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mune , on leur mène des' tangen- 
tes ; les points de contait de ce* 
deux tangentes se trouveront en, 
ligne droite avec le point de con- 
tact des deux fourbes. . . , 
On pourra, d'après cela, ré- 
soudre le problème suivant : 
; PROBLÈME VIIL Une co- 
nique étant donnée , et une tan- 
gente à cette courbe étant aussi 
donnée ; déterminer r ** n'rm-^ 
ployant ■ que la règle seulement , 
tant de tangentes qu'on voudra à\ 
une autre conique, qui, ayant ovep, 
là première y en son point de con- 
tact: avec là tangente donnée , un, 
contact du troisième ordre , passe 
en outre par un point quelcon^ 
que , donné sur son plan ? -, 
-■ Solution. Soit A k tangente 
donnée & ta courbe donnée , au; 
point de contact de laquelle la- 
courbe cherchée doit avoir avec 
elle un contact du troisième or-, 
dre. Soit en outre C la; droite; 
qui joint le point de contact de 
A au point* donné. Par le point' 
où cette droite C conpe la courber 
donnée , soit menée à cette courbe 
une tangente D ; joignant alors y . 
par une droite P , te point donné, 
au point AD , cette droite sera; 
{Théorème XII ) la -tangente.,* 
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ce qui ramènera le problème au en ce point donné , à la. courba 
problème yil. cherchée.; ce qui ramènera le 

' ■ • ■■••'- problème' au problème VII, 

Rien n'empêcherait', dans tout ce qui précède,' de supposer que 
l'une des deux coniques dont il s'agit est le système de 'deux droi- 
tes , du moins lorsqu'il n'est question que d'intersections et de con- 
tacts simples; mais on ne ferait que retomber ainsi sur les pro- 
priétés connues des hexagones inscrits et circonscrits , 'et -sur les cou* 
Séquences 'également connues qui en dérivent. ■ 

On doit remarquer aussi que tous nos théorèmes et problèmes 
peuvent être , sans restriction , transportés ' à 'là sphère , pourra 
qu'on y remplace les droites par des arcs de 1 grands cercles , et 
les coniques planes par ce qoë M.' Magnus a appel** coniques sphé* 
tiques, dans le mémoire .de. la page .33; du précédent volume.' 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution des deux problèmes de statique pra* 
posés à la page 296 du précédent çoïunïe^ 

Par M. Bobillier , professeur à l'Ecole des arts et métiert 

. de Châ Ions-sur-Marne , 

Et M. Finck , Répétiteur de Mathématiques à l'Ecole 

' réjgimentaire d'artillerie de Strasbourg. 
Tous, detut anciens élèves, de l'Ecole polytechnique (*). 

h • Vjobs idéro ns bao chaînette quelconque . dont les élémeps dfi 
même longueur varient de poids suivant une lui quelconque. Soit 

(*) Ce* denx solutions ne différant l'une de l'autre que pu les notation" 
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rapportée celte courbe à une horizontale et à une verticale menéêa 
dans son plan , par son point le plus bas , prises respectivement 
pouf axes des x et pour axe des y ; la première de ces droites 
sera tangente et l'autre normale à la courbe. 

Cette courbe éprouvera à l'origine une tension inconnue que nous 
pourrons désigner par a. 

Considérons un autre point quelconque {s, y) de la courbe, et 
soit x ce que pèserait une unité de longueur de cette courbe si, 
pour toute la longueur de celte unité, sa densité était la même 
qu'en ce point. 

- Si sous désignons par s la longueur de l'arc de la courbe de- 
puis l'origine jusqu'au point (x,y) , le poids de cet arc sera fz<ls. 
Soit / la tension au même point; et représentons, h l'ordinaire, 

par p le rapport —, où la tangente tabulaire de l'angle que fait 

la courbe en (x,y) avec l'axe des x. 

On démontre en statique que , lorsqu'une corde pesante est 
snpendue librement , en désignant' par P le poids d'une por- 
tion quelconque de cette corde, par Tet T f les tensions aux ex- 
trémités de cette portion , et enfin par. a et a' les angles que font 
respectivement les directions de ces tensions avec l'horizon, on doit 
avoir la double équation 

P _ T T 

SiD.(«+"0 CosV Cos.* * 

appliquant ce principe général à l'arc s , nous aurons ici 

Pmfxàs , T=a V T'=i , «=o ', Tang-ofe^p , 
d'où 



et par quelques nuance» très-legères , nom avoua cru devoir les fondre dans 
une rédaction unique. 
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■ce qui donnera, en substituant, 

d'où on tirera les deux équations. 

a^i+p*=t , (0 

ap=fzàs . 

Différentiant la seconde et mettant pour d* sa valeur dar^i-f^' » 
il viendra, en divisant ensuite par tLr, 

Telles sont les deux équations qui doivent généralement avoir lieu , 
dans tout, problème relatif aux chaînettes sollicitées uniquement 
par ta - pesanteur. Il ne s'agit plus t ■ dans chaque cas particulier , 
que d'exprimer suivant quelle loi on suppose que varie le poids 
des* élémens de la courbe. 

II. Pour première application , supposons qu'on exige que , dans 
.tout son cours, la' chaînette présente une égale résistance à la rup- 
ture; il faudra évidemment pour cela, si du moins on la suppose 
d'une matière homogène , que , dans tous ses points, sa masse, et 
conséquemment son poids soit proportionnel à la tension qu'elle 
épronve. On aura donc ainsi à résoudre le premier des deux pro- 
blèmes proposes à la page 296 du précédent volume ; et, pour y 
parvenir, il faudra joindre aux équations générales (1) et (2) l'é- 
quation 

Tom. XVII. 9 
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t*bz , (3) . 

où b est une constante. 

En mettant pour t , dans cette équation , ta râleur tirée «Je 
l'équation (i), on aura 

mettant ensuite cette râleur de z dans 1 équation (2) , 00 aura 

(5) 













c'est 


-à-dirè , 




d*=3-^- 


, 


ce <j 


ai donnera , 


en 


intégrant , 

*=Mrc(Taog.: 


=70 


ou , 


ce qui revient au même , 





,=Tang.- . (6) 

Nous n'ajoutons point de constante , parce que* et p doivent être 
zéro en même temps. 

En remettant pour p la valeur — , cette équation donnera 

d.-Sin.4 d.Cos.-î 

dj=irTang.-^ -i. J. t=— h. — } 

Cos.^ ( - os -'7 

d'où , eu intégrant , 
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j+Log.Cos. -=o. 

Ici encore nous n'ajoutons point de constante , pour les mêmes 
raisons que ci-dessus. 
On peut ensuite écrire 

r_ 

«♦Cos-I^i (7) 

et telle est finalement l'équation de la courbe cherchée. 

Géométriquement parlant , cette courbe est composée d'une in- 
finité de parties, alternativement situées au-dessus et au-dessous de 
l'axe des x , auquel elles sont toutes tangentes , et toutes compri- 
ses entre des asymptotes -équidistantes, perpendiculaires à cet axe. 
Mais il est clair que , pour la question qui nous occupe , on ne 
doit considérer que celle de ces parties qui est symétriquement 
partagée par l'axe des y , et comprise entre deux asymptotes don- 
nées par l'équation *:= + -—■. 
En mettant la valeur (6) de p dans la formule (4) on a 

*= '- Sec * b , (8) 

au moyen de quoi la formule (i) devient 

*=.Sec£ -,. ( 9 ) 

telles sont donc la densité et la tension de la chaînette en un quel- 
conque (*,y) de ses points. 

De la même formule (6) on tîre 

dj=4rt/,+^= ~ * ■ •■ ( ,0 ) 

Cos. — 

d'où on tire en intégrant 
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■ î+Sin. r 
«iLog.JL_L. („) 

i — Sin.— 

ce qui donne la longueur d'un arc de la chaînette depuis le point 
le plus bas jusqu'au point quelconque (#,y). 

En multipliant membre à membre les équations (8) et (10) , on a 

xàs -l ** „, d '7 

donc 

/ecb=«Tang. ^- . (13) 

C'est là le poids de l'arc compris depuis le point le plus bas jus- 
qu'au point quelconque {x,y). 

En représentant par r le rayon de courbure an point (x t y) on. 
aura comme l'on sait 



^=- 



(i+P')i \ 



a* / 

mais la formule (5) donne 

*.— ' f —\ ■ 
4, — »\d»y ' 



donc 



c'est-à-dire (10) , 






(.3) 
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En mettant tonr-à-tour, dans cette formule, pour Sec — les râleurs 
données par les équations (8) et (9) , il viendra 
U J'» 

r=- = — ; 04) 

c'est-â-dtrc qu'en chaque point de la chaînette le rayon de cour- • 
bure est proportionnel soit à la tension soit au poids de l'élé- 
ment. On voit aussi qu'au point le plus bas ce rayon est égal à b. 

III. Four deuxième application , supposons, une corde élastique 
et pesante , d'une densité uniforme , tant qu'elle est étendue librement 
sur un plan horizontal, où elle n'éprouve aucun frottement ; mais 
susceptible, lorsqu'elle est tendue sur ce plan, de s'alonger unifor- 
mément et proportionnellement aux tensions qu'elle éprouve ; et 
cherchons quelle courbure elle affectera lorsqu'étant enlevée de des- 
sus ce plan , on la suspendra dans l'espace par ses deux extrémi- 
tés. C'est le dernier des deux problèmes de statique proposés & 
la page 396 du précédent volume. > 

Soit pris pour unité de poids ce que pèse une unité de longueur 
de cette corde , lorsque , couchée sur le plan horizontal , on ne l'a 
.encore soumise & aucune pression. Si , sur ce même plan , on la 
soumet a la pression / , chacune de ses unités 'de longueur pri- 
mitive devra s'alonger d'une quantité proportionnelle a / qn'on 

pourra représenter par - , b étant une constante à déterminer par 

l'expérience. La longueur primitive i deviendra donc alors 1+ - , 

et aura toujours le poids 1 ; donc nne unité de longueur de la 

corde tendue pèsera — — 1 ou — — j on aura donc ici 

'=4i ■• (3) 
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et telle sera l'équation qu'il faudra joindre aux équations généra- 
les (i) et (i) , pour obtenir la solution du problème particulier 
qui nous occupe. 

En portant dans cette équation la valeur de t donnée par l'c- 
quation (i) , elle deviendra 



(4) 



Portant ensuite cette dernière valeur de z dans l'équation (a) , 
nous aurons pour l'équation différentielle du second ordre de la 
courbe cherchée 

«(*+"/■+?) £ =VT+? • (5) 

Si nous pouvons obtenir deux intégrales premières de cette équa- 
tion , l'élimination de p entre elles conduira à l'équation primitive. 
On en tire d'abord 

"*=•('■ vife + ' d ') ; (6) 

ce qui donne , en intégrant , 

ou encore 

>» h 

intégrale à laquelle nous n'ajoutons point de constante, parce que 
x et p doivent être nuls en même temps. 

En multipliant la même équation (€) par p et mettant ensuite 
dans son premier membre ày pour pdx , elle devient 



Mr=«(*-^r+«^) 



ce qui donne en intégrant , et observant que y et p doivent être nuls 
en même temps 
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a*(H-«)=*(»VH^HP') • (8) 

L'équation de la courbe sera donc le résultat de l'élimination de 
p enire les équations (7) et (8). 

La dernière peut facilement être mise sous cette forme 

WwY+zKWï+p*)— {3%-H)-h* , }=° • 

et donne, en considérant a\ZT+f* comme l'inconnue, 

tffT+^=— £+t/a*H-«i-H)» » (9) 

de là on lire en quarrant, transposant et extrayant ensuite la ra- 
cine quarrée des deux membres 



ap=y lb\y\-a+b— /a^+Ca+i)'} . (10) 
En prenant la somme de ces deux équations , on obtient encore 

II ne s'agira donc plus que de mettre pour p et pour p+{/7ÏP, 
dans l'équation (7), leurs valeurs données par les équations (10) 
et (n). 

En mettant pour tf/i+f, dans l'équation (4) sa valeur don- 
née par l'équation (9), on trouve 

» • (ta) 

mais l'équation (3) donne 

*=*:= , 

M 

en menant donc, dans cette dernière, pour c la valeur (12) 

/=—*+(/ a»r+(ii+4)" S ( l3 ) 

telles sont donc la densité et la tension de la chaînette en un quel- 
conque (*,y) de ses points. 
On a 
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on en mettant pour cLr sa valeur donnée par l'équation (5) 

ds= \(p+atfï+j*)àp ; (14) 

d'où, en intégrant 

s ~îï ( 2 ^+' 7 / , V/H7 , + <lLo g(^H-/H : p"0} ; (i5) 

il ne s'agira donc plus , pour obtenir la longueur de l'arc de courbe 
compris depuis l'origine jusqu'au point {x t y) , que de mettre pour 
p , dans cette formule, sa valeur tirée de l'équation (10). 

En multipliant membre à membre les équations {4) et (i4J il 
vient 

zis=aâp , 

d'où, en intégrant et ayant égard à l'équation (io) 

fzdsz=ap= y at{y+a+& — i/afrH-OH-*)'} • C'5) 
Tel est donc te poids de l'arc de courbe compris depuis le point 
le plus bas jusqu'au point (x,y). 

Enfin , en désignant par r le rayon de courbure , on aura 

— ('+>>»)* 

êp 
ou bien , en mettant pour ~- la valeur donnée par l'équation (5) , 

Cette formule prouve * en particulier , qu'au point le plus bas- le' 
rayon de courbure est r («+£) • 
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GEOMETRIE ANALYTIQUE. 

Recherche graphique du cercle oscillateur , 
pour les lignes du second ordre; 

Par M. Pluxer , docteur de rUniversité de Bonn. 



dorr rapportée une ligne do second ordre à l'un quelconque de 
ses points , pris pour origine des coordonnées , et à sa tangente en 
ce point prise pour axe des y , l'axe des x étant dirigé suivant 
la normale ; l'équation de la courbe sera de la forme 

^*+2tfxy+&r*-4-2£:r=o , (i) 

où a,b y c seront des quantités déterminées. Il faut en effet , d'après 
la situation donnée de la courbe qu'en posant jt=o , on ait deux 
valeurs nulles pour y. • 

Toutes les autres lignes du second ordre touchant celle-là à l'ori- 
. gîne seront comprises dans l'équation générale. 

y*+2Jxjr-i-Ss'+2Cx=o , (s) 

où A,B,C seront des quantités indéterminées. 

Deux lignes du second ordre pouvant , en général , se couper en 
quatre points , et un point de contact étant la réunion en un seul 
de deux points d'intersection; il s'ensuit que les courbes (i) et 
(a) , outre leur point commun à l'origine , doivent en avoir encore 
deux autres , réels ou imaginaires. Cherchons l'équation de la droite 
qui joint ces deux derniers. 

Tan. XF1I, /i.» ///, x."' septembre 1826. 10 
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Il est connu que , si l'on combine ensemble , d'une manière quel- 
conque , les équations de deux lieux géométriques , l'équation ré- 
sultante sera celle d'un troisième lieu géométrique , contenant les 
points communs aux deux premiers; donc, en particulier, la dif- 
férence des équations (i) et (a) appartient à nu lieu géométrique 
qui contient le point de contact qu'ont les deux courbes à l'ori- 
gine et les deux autres points où elles se coupent ; or , cette dif- 
férence est 

x{2(Â— a)y+-(B— b)x+2(C— è)}=o t 

qui exprime le système de deux droites , dont l'une est l'axe des 
y qui contient uniquement le point de contact, donc l'autre 

3(J— a)y+(B— è)x+2(C-c)=o > (3) 

est la droite qui joint tës "deux points d'intersection des deox conr- 
bes. Si ces points d'intersection sont imaginaires , la droite (3) 
deviendra ce que M. Poncelet a appelé corde idéale , mais on pourra 
toujours la construire. 

Si l'on profite de l'indétermination des constantes A, B, C , pour 
faire en sorte que la droite (3) passe par l'origine ; ce qui se ré-r 
duit à' poser" Cz=c, l'un des deux points' d'intersection viendra se 
joindre au point de contact ; de sorte que les deux courbes auront 
alors, à l'origine, un contact du second ordre. Ainsi y toutes les 
courbes comprises dans l'équation générale 

y'+iAxy+Bx'+zcxsso t (4) 

dans laquelle A et B sont indéterminés , ont à l'nrigiue , avec la 
courbe (ï), un contact du second ordre. Les denx courbes ont en, 
outre une intersection qui, dans ce cas, est nécessairement réelle. 
Si' l'on profitait de l'indétermination des constantes Â , B y C , pour 
faire coïncider la droite (3) avec l'axe des y , ce qui se réduirait 
a poser, à la fois, A— a et i C=c, les puiuts d intersection se con- 
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fondraient alors tous deux -avec l'origine ; de sorte que les' deux 
courbes auraient en ce point un contact du troisième ordre. L'é- 
quation 

y*Afzaxy^Bx t ^fzcx=o , (^) 

où J? est indéterminé* est donc l'équation commune à toutes' les 
lignes du second ordre qui ont avec la courbe (1) , a l'origine , un' 
contact dn troisième ordre. Dans ce cas les deux courbes ne peu- 
vent plus se couper autre part. 

Quelles que soient la nature de la courbe (1) et sa situation par 
rapport aux axes, la courbe (4) peut fort bleu devenir un cercle,' 
puisqu'il ne s'ugil pour cela que de supposer à là fois A=o et B~\. 
Ainsi , il y a , pour chaque point dune ligne du second ordre, un 
cercle qui a avec la courbe , en ce point , un contact du second 
ordre. C'est ce cercle qu'on appelle le cercle otculateur de la courbe ; 
il la coupe t en outre , en un antre point. 

Mais l'équation (5) ne saurait devenir celle d'un cercle, qu'au- 
tant qu'on aurait déjà, dans 1 équation (i) t d=o; c'est-à-dire , qu'au- 
tant que l'origine des coordonnées serait un des sommets de la 
courbe ; c'est-à-dire , qu'an cercle ne saurait avoir avec une ligne 
du second ordre, en lun de ses points, un contact du troisième 
ordre qu'autant que ce point est un des sommets de la courbe. 

La courbe (3) variant sans cesse , la corde commune (3) avec la 
courbe (1) demeurera constamment parallèle à elle-même si le rap- 

B— * , ■ _ , 

port - — demeure constant. Or , c est ce qui arrivera , en parti- 
culier , si , A et B demeurant constans , on fait seulement varier 
C , dans l'équation (a) ; et cela quelles que soient d'ailleurs les 
valeurs constantes de A et B ; donc-, il en sera ainsi, en parti-, 
entier, lorsqu'on aura A=o et Bssi , c'est-à-dire, lorsque l'équa- 
tion (3) exprimera un cercle; ainsi, tant de cercles- qu'on poudra, 
ttingens en un même point 4 une ligne du second ordre , la cou- ' 
pent de manière que les cordes qui joignent 1 les points d'intenté- . 
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tion sont toutes parallèles. Celui de ces cercles pour lequel la corde 
passe par l'origine est , d'après ce qui précède , le cercle oscilla- 
teur de la courbe, en ce point. 

De là résulte une construction facile , pour obtenir le centre de 
courbure , et conséquémment le cercle oscillateur d'une ligne du 
second ordre , en l'un de ses points. Par ce point soit menée à 1* 
courbe une normale sur laquelle soit choisi un point tel qu'en dé- 
crivant, de ce point comme centre , un cercle passant par le point 
donné, ce cercle coupe la courbe en deux autres points. Soient 
menées à la courbe une corde par ces deux points , et par le point 
donné une nouvelle corde , parallèle à celle-là. La perpendiculaire, 
sur le milieu de cette dernière corde coupera la normale «u cen- 
tre de courbure cherchée. 

Cette construction revient & une autre construction déjà connue ; 
mais il était difficile d'y parvenir par une voie, plus simple. , 



ANALYSE,, TRANSCENDANTE. 

Intégration directe de V équation linéaire com- 
plète dupremier ordre à coefficiens variables ', 

Par M. ValiAs , élève à l'Ecole, royale polytechnique. 



Uans les traités de calcul intégral , on ramène d'ordinaire. l'intér 
gration de l'équation linéaire complète du premier ordre , i coeffi- 
ciens variables à celle d'une antre équation linéaire du même or- 
dre dans laquelle le dernier terme est, nul ; et M. Bouvier est peut- 
être le premier qui se soit proposé de parvenir directement au but. 
( Yoyei Annales, tom. XV, pag. 41 ). 
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En réfléchissant sur ce sujet , il nous a para que l'intégrale d'une 
telle équation pouvait être directement obtenue par nn antre pro- 
cédé assez simple , et qui a sur celui de M. Bouvier l'avantage 
d'être. parfaitement analogue à celai qu'on emploie dans l'intégra- 
tion des équations linéaires d'ordres puis élevés. "Voici & quoi il 
K réduit : 

Soit k proposée 
Pesons 

t étant nne fonction inconnue de x, II en résultera 

............. £ ^ ; . ,; 

ce qui donnera, en substituant dans la proposée, 



tt par conséquent 



.■**((+*)*«.• 



^JL—p-H-rt 



, J"* •7' r 

puii , en multipliant par ix et intégrant 



donc 
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ftlx 



r=- 755r =« •• • (0 



— /■Ql. 

1 _ -/Pd» 1 ~ 

JPi* —" 

i 

/•Qd. i'JJ 

r 



Or, on a 

et , en intégrant 



V? 



5 - ' Ar . (a? 



Hais, l'équation (î) donne 

mettant donc cette Taleur dans l'équation (2) f elle deviendra, 

JPb, f „ /Pd» 
y =J j-T' .,d», 

on , en' simplifiant et tirant ensuite la valeur de y 



-■^. //*.«*-. 



formule cherchée. 
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STATIQUE, 

Note sur un paradoxe âe statique ) 
Par un Abonné; 



On sait que , lorsqu'un corps pesant est Suspendu librement par 
un ou deux cordons verticaux , ou même par trots cordons 'Ver** 1 
ticaux non compris dans un même plan , les tensions de ces for- 
dons sont complètement déterminées , et même faciles à calculer ; 
et qu'il en est encore de même des pressions éprouvées par un 
ou deux points d'un plan fixe horizontal , par lesquels y pose an 
corps pesant, et même pour trois pareils points , lorsqu'ils ne sont 
pas en ligne droite. 

Mais il est généralement admis en statique que, si un corps pe- 
sant est suspendu par plus de trois cordods verticaux, ou même 
par trois cordons situés dans un même plan , tes tensions de ces 
cojdons demeurent indéterminées, fet qu'il en eat de même aussi 
les pressions exercées sur us .plan fixe horizontal , dans , les .points 
par lesquels y pose un corps pesant , lorsque ces points . sont au. 
nombre de plus de trois, -ou , lorsqu'étaat an nombre de. trois seu-* 
lemen.t, ils se trouvent appartenir a Une môme ligue droite. ; 

Or, ce principe constitué une Sbrte 4e paradoxe qui (| naît de ce 
qu'on ne conçoit pas mieux Qu'une, tension, ou, une pression -ac- 
tuelle et effective puis» êtrf. indéterminée;, qu'on ue ; k concevrait 
de la taille actuelle -de tel ou de tei individu,, de son, âge , de 
sou poids ou de sa fortune. Quelques géomètres ont tenté de ré- 
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paudre un peu de jour sur cette question , en distinguant l'état 
physique de l'état mathématique , ' l'état concret de l'état abstrait ; 
mais il est permis de douter qu'ils l'aient fait de manière à sa- 
tisfaire pleinement les esprits exacts. 

Le principe qui donne naissance à ce singulier paradoxe est trop 
universellement admis pour que nous osions le nier formellement ; 
mais il n'en est pas moins vrai qu'on peut lui opposer une ob- 
jection assez grave , à ce qu'il nous paraît; et c'est seulement dans 
la vue de provoquer a cette objection une réponse qui nous sem- 
ble indispensable , que nous allons la développer ici. 

Soient CA , CB deux droites pesantes et inflexibles , assemblées 
à charnière en C » et formant , en ce point t un angle déterminé 
quelconque. Soient p, <j leurs poids respectifs et P, Q leurs centres 
de gravité; supposons qu'elles 




portent en A , C , B , perpendiculairement & leur plan et d'un mémo 
côté de ce plan j des pointes d'une même longueur quelconque , par 
lesquelles elles loient posées snr nn plan fixe horizontal. Comme 
les trois points A, B, G ne sont pas supposes en ligne droite , ces 
pointes exerceront sur les trois points du plan où elles appuyeront 
des pressions déterminées , que l'on calculera comme il suit : 

Décomposant tour-à-tour le poids p de CA , appliqué tn P, 
en deux autres appliques en C et A , puis le poids q de CB , 
appliqué en Q , en deux autres appliqués en C et B , on trou- 
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pour les composantes de y < 
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en A.....,.— ; 



CQ 

BC 



réunissant donc les forces appliquées en C, on trouvera pour les 
pressions exercëes respectivement sur te plan horizontal y par les 
points A , C , B , 

CP AP BQ CQ 

?' ÂC * P ' AC ^' BC ' '* BC .* 

Or , comme ces pressions sont tout-à-fait indépendantes de l'on— 
vertu re de l'angle ACB , elles demeureront encore les mêmes si 
cet angle s'ouvre jusqu'à diflërer aussi peu qu'on le voudra de 
deux angles droits; et, comme il serait -absurde d'admettre qu'un 
changement qu'on peut toujours supposer d'une petitesse illimitée , 
dans l'ouverture de cet angle , change toùt-à-coup la nature des 
pressions , il s'ensuit qu'elles demeureront encore déterminées , et 
telles que nous venons de les calculer, lorsque l'angle ACB • sera 
devenu tout-à-fait égal 4 deux angles droits , c'est-à-dire , lorsque 
les trois points A,B,C seront rigoureusement en ligne droite. 

On pourrait évidemment appliquer un. raisonnement, analogue 
à tous les cas de statique où l'on a supposé jusqu'ici les pressions 
indéterminées ; et , par cela même que la chose est' facile , nous 
ne nous y arrêterons pas. Nous nous bornerons simplement à - re- 
marquer qu'il faut absolument ou bien faire à cette manière de rai- 
sonner uue réponse décisive, ou bien se résigner à rejeter le prin- 
Tom. XVII. ix 
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cipe de statique qui donne lieu au paradoxe dont il s'agit ici. 

Nous attendrons, sur cette alternative , l'opinion des juges compétent* 

P. S. L'objection que nous Tenons de faire contre la doctrine 
généralement admise peut encore être présentée de la manière sui- 
vante. 

Soient trois sphères S , S / , S v , égales en volume , mais pou- 
vant d'ailleurs différer en poids , posées sur un plan horizontal , de 
telle sorte que leurs centres soient sur une même ligne droite ; 
elles toucheront ce plan en trois points p , p' , p" , qui seront aussi 
en ligne droite, et elles exerceront en ces trois points sur ce plan 
des pressions absolument déterminées et égales à leurs poids. 

Que l'on conçoive ensuite les centres de ces trois sphères liés 
par une verge inflexible , inextensible et sans pesanteur. Celle verge 
ne pourra évidemment accroître ni diminuer les pressions exercées 
aux points/>, p' , p" du plan horizontal, qui conséq nomment de- 
meureront les mêmes qu'auparavant ; mais ces mêmes verges feront 
des trois sphères un corps pesant unique t posant sur un plan ho- 
rizontal par trois points en ligne droite ; donc il y a au moins des 
cas où , dans un tel système , les pressions sont absolument déter- 
minées. 

En vain montrerait-on , pour se tirer de celte difficulté , des for- 
mules de pression qui , dans le cas des points d'appui en ligne 
droite , se présenteraient sous une forme indéterminée'; il ne manqua 
certes pas , en mathématiques , de formules a qui ta même chose 
arrive , dans des cas particuliers ; et il doit même en être ainsi tou- 
tes les fois que, pour calculer ces formules, on a eu recours à 
des considérations qui cessent d'être applicables au cas particulier 
dont on s'occupe. 

Pour n'en citer ici qu'un exemple entre mille, la formule algé- 
brique qui donne la plus courte distance entre deux droites dans 
l'espace devient — , lorsqu'on suppose parallèles les deux droites 
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dont il s'agit-, et pourtant il n'est jamais venu à l'esprit de per- 
sonne d'en conclure que là distance entre deux parallèles est in- 
déterminée ; et si l'on objectait que du moins cette distance est 
alors indéterminée quant a sa situation , nous observerions qne ce n'est 
pas la situation mais bien la longueur de cette distance que la for- 
mule dont nous parlons est destinée à faire connaître. 



GÉOMÉTRIE DES COURBES. 

Sur la recherché des asymptotes des courtes 
algébriques , et , en particulier , de celles de 
Vhyperhole ; 

Par M. Lenthébic , docteur es sciences , professeur de 
mathématiques et de physique au collège royal de 

'Montpellier. 

!WV*WVWWVWW\rtJW\ 

Il y a quelques années que la plupart des auteurs de traités de 
géométrie analytique , pour prouver l'existence des asymptotes de - 
l'hyperbole et en fixer la position , employaient le raisonnement 
que voici : soit , disaient-ils , 

l'équation de la courbe. ; on eu tire 



,GooqIe 



8o ASYMPTOTES 

or , on peut toujours prendre x assez grand pour que la fraction 

— devienne moindre qu'une quantité donnée , si petite qu'on vou- 
dra la supposer;. le facteur radical tend donc sans cesse à devenir 
l'unité ; et par suite la courbe tend sans cesse à se confondre arec 
le système des. deux droites données par l'équation 



Il n'est pas difficile de montrer combien ce raisonnement est 
fautif. Concevons, en effet , que l'on transporte l'origine à l'un des 
sommets > l'équation de la courbe deviendra . 

d'où on tirera 

Or, on peut toujours prendre jr assez grand pour rendre — si 

petit qu'on le voudra, et par suite le facteur, radical si voisin qu'on 
voudra de l'unité ; donc , en raisonnant comme ci-dessus ; on se 
trouverait conduit à conclure que les asymptotes de la courbe ont 
pour équation commune 

' ' .4-* 

de sorte qu'alors ces asymptotes se trouveraient se conper a l'un 
des sommets. 

On est aujourd'hui plus rigoureux, et l'on emploie généralement, 
pour la recherche des asymptotes le développement en série de 
la valeur de 1 ordonnée en fonction de l'abscisse. Cette méthode , 
outre la rigueur , oflre encore l'avantage de s'appliquer indistincte— 
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Inent à tontes les courbes ; mais il faut convenir qu'elle est bien peu 
élémentaire et qu'elle ne convient guère en particulier à nu enseigne- 
ment duquel est formellement exclu le développement de la formule du 
binôme dans le cas de l'exposant fractionnaire. Il ne faut pas d'ail- 
leurs s'appuyer trop sur les séries dans un enseignement où il est 
impossible de traiter de ce qui les. concerne avec tout le déve- 
loppement convenable. 

On peut heureusement parvenir' aux équations des asymptotes 
de l'hyperbole et même d'un grand nombre d'autres courbes al- 
gébriques , à l'aide d'un principe facile a établir , qui peut être 
d'une utile application, en d'autres rencontres , et qu'on peut énon- 
cer comme il suit.: ■-..!• 

THÉORÈME, Lorsqu'un radical de degré quelconque affecte 
' la somme de deux . quantités , Tune ' constante- et l 'autre variable t 
on peut toujours prendre la quantité variable assez grande pour 
que l'altération qu'éprouvera la quantité radicale , par' la supprés-* 
sion du terme constant , tombe au-dessous dune quantité donnée, 
si petite qu'on voudra la supposer. 

Démonstration. Soient z le terme variable , k- le terme cons- 
tant , n le degré du radical et S une quantité. donnée si petite qu'on 
voudra. Il faut prouver qu'on peut toujours prendre z. assez grand 
pour satisfaire à l'inégalité 

On tire de là , en effet , 

: ? *+*<?»+*. 

•u, en élevant les deux membres à la n. a " puissance,' et effaçant 
* de part et d'autre 
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or, cette inégalité sera évidemment satisfaite , pourra que l'on prenne- 
seulement x de manière à avoir 

ce qui donne 

valeur qni ne sera jamais infinie tant que 9 ne sera pas tout-4- 
fait nul. 

il suit de là que, toutes les fois que la valeur de l'ordonnée d'une 
courbe en fonction de l'abscisse pourra être mise sous la forme 

cette courbe aura une asymptote» donnée- par l'équation 

rBa »»*+;+(B»/jr-f^)ae(m+BiO*H-(^4-^ . (a) 

En effet, en désignant , pour une mime abscisse donnée, par y 
l'ordonnée de la courbe et par y 1 celle de la droite, cette der- 
nière pourra être écrite ainsi 

y>=ms+g+yteiï+fr -, 
d'où 

or, il résulte de notre théorème qu'on pourra toujours prendre la 
quantité 1 variable (m'x+g')' et conséquent ment l'abscisse s assez 
grande pour rendre le second membre de cette équation, et par 
suite y—y'j pins petit qu'une longueur donnée, quelque- petite 
qu'on la suppose ; donc on peut toujours assigner une abdcisse de 
la courbe (i) dont l'ordonnée ne diffère de l'ordonnée correspon» 
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dante de la droite (3) que d'une longueur moindre qu'une lon- 
gueur donnée , si petite qu'on veuille la prendre ; donc , en effet , 
la droite (a) est asymptote de la courbe (1). 

L'application de ceci ait cas particulier des Ëgnes du second 
ordre est trop facile pour que nous croyions nécessaire de nous y 
«rréter. 

QUESTIONS PROPOSÉES» 

Problème de géométrie descriptive. . 

CioHSTRUiiïE rigoureusement la droite qui coupe à la fois quatre 
droites données dans l'espace , son wwprises deux à deux dans 
un même plan ? 

Problème de statique. 

On veut construire une chaîne inextensible , d'un poids varia. 
ble , destinée à être suspendue librement par ses deux extrémités. 

De chacun de ses points doivent pendre verticalement d'anttes 
chaînes d'un poids constant et connu , pour chaque unité de lon- 
gueur , mais d'une longueur variable , telle qu'elles viennent tou- 
tes se terminer à une même horizontale donnée. 

On suppose en outre que chacune de ces dernières chaînes doit 
porter à son extrémité inférieure un poids constant et donné, et on 
demande i.° suivant quelle loi doit varier le poids de la première 
chaîne pour qu'elle présente dans toute sa longueur , une égale ré- 
sistance à, la rupture ; 3 .° suivant quelle loi-variera son poids en ses 
différens points ; 3." enfin quelle est la courbure qu'elle affectera (*) ? 

(*) C'4*t, m , •, peu pri» , le proWètn» <to ' 999*4 wspe*<Jnt. &w «haitoet 
TtrtMtta KQitt la*, aaijpw de f«r q«i tou&wwBn* \s tablier t ** U* paUr 
comUns placé* an bas de ce» chalnei représentent ce que petubltli djvcm 
ilémtns de ce UnKer. 
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ANALYSE TRANSCENDANTE. 

Recherche d'une formule générale qui fournit 
la valeur de la plupart des intégrales définies 
connues et celle d'un grand nombre d'autres ; 

Par M. A. L. Càuchy , de l'Académie royale des sciences, 
Professeur à l'école polytechnique , etc. 

IVWV\fWVVWWVWWW\ 

( Deuxième Partie (*). ) 

V/n a vu , dans là première partie de ce mémoire , qu'en dé- 
signant par f(x) une fonction telle que /fc-j-TV""») s'évanouisse 
I,* pour ar=j£a>, quel que soit y) a. pour y=oo ( quelque 
soit x , et que d'ailleurs . cette fonction conserve une valeur uni- 
que et déterminée , pour toutes les valeurs de x et y renfermées 
entre les limites jt±s — « , x=-\-<o , y=o , y—-\-<x> , qui ne sa- 
tisfont pas à l'équation 



si , après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de l'équation 



(") Voj- ' a p*8 e 97 du précédent volume. Consultes aussi l'errata du mena 
TOlnme sur des fautes asses graves qui M tont glissées dans l'impretsion d« 
U première partie. 

J.D.G. 
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on désigne par ar, , jt, , x t , celles de ces racines dans les- 
quelles le coefficient de \/~\ est positif, et par f, , f, , f, , 

les valeurs que reçoivent les produits 

îftr.+O . &*.+•) . î/Oi+0 i 

lorsque % se réduit à zéro ; alors , en posant 

(a) . A=a«(f.+f.+ f i+ W~* > 

on a 

C'est cette formule qu'il s'agit présentement d'appliquer. 

Rappelons auparavant que, si l'équation (i) avait plusieurs ra- 
cines égales à * , ; en désignant par m le nombre de ces racines, 
et par < un nombre infiniment petit , il faudrait supposer , dans 
la formule (2) , non plus f l =t/{x t -\H) , mais 

f '_ d--.[r/(*.+Q] ^ 

* i.a3.,..(m— 1) di~"' 

Enfin, si, dans la racine x, , le coefficient de \/— ~ se rédui- 
sait à la limite des quantités positives décroissantes , c'est-à-dire , 
à zéro; ou, en d'autres termes, si la racine .r, devenait réelle 
le terme f, correspondant à cette racine , devrait être réduit à moitié. 

Passons maintenant à l'application de ces formules. 

La formule (3) peut être , si l'on veut , remplace'e par la sui- 
vante 

Tome XVII. 1a 
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rît l'on voit que les formules (3) et (4) réduisent la détermination 
des intégrales qu'elles renferment à la recherche des racines de l'é- 
quation (1) dans lesquelles le coefficient de y — ï est- positif. 
Supposons, pour fixer les idées j qu'on air 

(5) /( ; o=.pW.x(.-)-««-)---fM . 

(?'w), X(c) , if-fii-), .... désignant des fonctions'ratîonnelles des va- 
riables u, p, w, ; et u, v , w, ...... f(.tr) représentant des fonc- 
tions de x qui restent complètement déterminées , dans le cas même 
où, après avoir remplacé x par x^yv'—i » on attribue à x une 
valeur réelle quelconque., et à v une valeur réelle positive. Con- 
cevons d'ailleurs que la fonction i(x) ne devienne jamais infinie 
pour aucune valeur finie , réelle ou imaginaire , de la variable x, 
Pour obtenir les racines de l'équation (i) , il faudra d'abord cher- 
cher celles des équations 

et comme, par hypothèse, les fonctions <p(u) , X(V) , ^fw) , 

sont rationnelles , il est clair que les premiers membres des équa- 
tions (tjj pourront être remplacés par des fonctions entières de u , 



Supposons ces mêmes équations résolues, et soit A+i'i/— ï une 
de leurs racines ; on n'aura plus à résoudre que des équations do 
la forme 

(7) u=h+W~, , ,-=*-|-V=7 ; 

chacune d'elles fournira une seule racine , dont il sera facile de 
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fixer la valeur , si l'on a pris pour u , c t w, ..... quelques-unes des 
fondions 



(8) 



{ l[rSin.0+(rCos.9— ^)v/=T| , I 



r et s liant des quantités positives , et un arc compris entre 
JUss limites o et <w. 

En eflet , posons , pour abréger , 



(*) Pour fixer, d'une manière précise, les valeurs de» notations employées 
dans le calcul , nous adopterons ici les conventions que nous avons admi- 
ses dans le Cours d'analyse algébrique et dans les précédeus mémoires. En vertu 
de ces convention», la notation 

Arc.^Toog. '-\ 

est toujours employée pour désigner le plus petit arc, abstraction faite dn 
signe, dont la tangente soit égale à — ; et les notations 

( u désignant nne quantité positive ou nulle , et p un exposant réel ) pour 
représenter les expressions imaginaires 

(„■+„•£ jCos.[V.Arc.(Tan g . ^]+t/=7Sin.LArc.(Tan g .-^"]j 
■jI.Cn'+cO+l/^i.Arc. MTaivg. - J . 



,Googk 



88 INTÉGRALES 

(9) e=(h-+k-)i, „=Arc. (Tang.|) ; 
et l'on trouvera 

On peut encore considérer la notation 

("+»•—») 

dans laquelle A et /* désignent de* quantités quelconques , comme représen- 
tant une fonction unique et complètement déterminée, toutes tes fois que 
u reçoit une râleur positive. En effet , comme dans cette hypothèse, on aura 
généralement 

on sera conduit naturellement à la formule 

qui suffira pour fixer complètement le sens de l'expression imaginaire com- 
prise dans son premier membre. Si l'on suppose, en particulier, «=o , on 
trourera pour des valeurs positives de v , 

0V=T) M "'' v ~=fco, [ ;-j WW ] +/ z:si„.[ } i +1 Jw]î- *""" T* ; 

et , pour des valeurs négatives de v, 
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(,o) 



p „ r 1+JN (n =i+ix/—, 
r i — «v-i 



pour l(r— jy^)^-^*/— ï » 

* = — «* Sin.*+ (e*Cos.A— r) /^ 
pour 1( i4-— ^^î\=zh-\;&{/^l , 



«*SinJ(— («*Co».it— i)V— t * 
pour I[rSio.9+(rCos.9— x)\Z^]=h-\-ky/— t , 
*=— (e*Sio.A— K:os.Ô)+(«fCosjt— rSin.Ô)/- 



et ainsi du resie. 

Si, au contraire, ou prenait pour u, p, w' t ..... quelques-nues 
des fonctions s 



(") 



Sin.lx , Cos. bx t e t e , e , 



l( l+ re ixyJ:=i ) t l(i- 



**V- 



a , £ désignant des quantités quelconques , et r un nombre infé- 
rieur à l'unité ; chacune des équations (7) aurait une infinité de 
racines. Ainsi , par exemple , en représentant par n un nombre en- 
tier quelconque , on trouverait 
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(■a) 



ponr Sin.£x=o* , 

x=o, *=±f. *=iT' *=±X'" i 

pour Cos.ix=o , 

». 3- . («*+0* 

.— a* ' — 4* ' a* 

pour e =A-4-A^/^i , 

*!= f [ l G0+( ^-"•)^=i±M»^-'J : <*> 
pour • v—I «l+*v'' = ï » 

pour e" ^ Y ' =:A+V— » , 

r=S3 *-HV^ "' 



pour 



i (l+ „'*v=>=, , 



an» V— ■ 1 ' 



et aurai lin reste. 



(*) V07 le Cowi Sanalyti olgibri^ut , cbap. IX, (ia) et (a»). 
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Alors la somme désignée par A se composerait , en général , 
d'une infinité de termes ; et par conséquent l'intégrale (4) se trou- 
verait représentée par la somme d'une série infinie. Mais il arri- 
vera, dans plusieurs cas, ou que la plupart des termes de la sé- 
rie devront être rejetés , parce qu'ils appartiendront à des racines 
dans lesquelles le coefficient de \/— 7 sera négatif , ou que la plu- 
part des termes seront, deux à deux, égaux et de signes contrai- 
res , ou enfui que la somme de la série pourra être facilement dé- 
terminée , par la méthode que nous avons indiquée dans le para- 
graphe i3 du Mémoire sur les intégrales prises entre des limites 
imaginaires. Il en résultera souvent que les équations (3) et (4) 
fourniront, en termes finis, les valeurs des intégrales qu'elles ren- 
ferment. C'est ce qui aura Heu , par exemple , si l'on prend 

cp(.x) désignant une fonction rationnelle et paire de ; la, variable x. 

En ayant égard aux diverses remarques que l'on vient de faire , 
on déduira- des équations (3) et (4) une multitude de formules 
générales, propres -à la détermination des intégrales définies.; Je me 
contenterai d'en citer ici quelques-unes. 

En désignant par r une quantité positive- , -.et par. m un, nom- 
bre entier, on établira sans difficulté les fournies générales 






04) 

(■5) 
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/ — » ^-*v— ■ 















(*3) 



/+» f <*' .di=-3«r.f(i— rt/=l) , pour r<i ; 
— oo l(r— asy— i 

/+» «M j, „l/„\ t ponr r=i ; 

/*+» -M— .d*=o , pour r> ■ : 
J — <o l(r— «V— i) 



(^ Le r est celai de M. Legendre, de sorte que r(ro)=i.a.3.~- .. (m— *). 
C'est le (m— i)! de. M. Kramp. 

J. D. G. 
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Puis , en réduisant la constante r à zéro ; on tirera de la pre- 
mière de ces truis formules 



*/! 



4. / d*=— 3 OT f(j/=7) , 



Si, dans l'équation (21), on remplace le nombre entier m par 

un nombre quelconque a , on trouvera toujours 



(25) / =r-.d*s:o . 



Soit maintenant yf^) une fonction rationnelle de la variable x, 
et concevons qu'après avoir calculé les diverses racines de 'l'équa- 
tion — — so , on représente par h-\-k^Z?[ l'une quelconque de 

celles dans lesquelles le coefficient de y/— 7 est positif. Soient de 
plus m le nombre des racines égales à h-^-ky/ZT^ , t une quantité 
infiniment petite, et H M , K t deux quantités réelles, déterminées 
par la formule 

qui deviendra simplement 

( 37 ) ff+-*V=; ;=i>f>W=ï-W » 

•i une seule racine est égale à JS-f-j&t/^ï . 

Soit enfin f(jr) nue fonction telle que l'équation - — =0 n'ad- 
mette point de racines dans lesquelles le coefficient de {/— ï soit 
Tom, XVIL ,3 
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positif; du moins qui ne produise dans la valeur de A que des 
ternies dont la somme se réduise à zéro ; ou tirera de la for- 
mule (3) 






(=») 



Al 



t^(jr)f(j:)d^=:— 2w , 



+ (*..,-*.../=;) !^±^ 



i+.„. 



+ CJf.-ff-./^) 



<l-)(i+ty=;) 



m. 3 (m- 



I+--J 



les expressions Jf — H^~m, K x -~H t \/ , ~\, .«. devant être rédui- 
tes à moitié', qwutd la quantité £ devient nulle. 

Ainsi, par exemple, a,b> r,s désignant toujours des quantités 
positives, un arc compris entre les limites o et «r, h-\-ktf^i 

une des racines inégales de l'équation — r— ° > el enfin <a , p les 

quantités que r enferment les seconds membres des formules (q) , 
on trouvera 



(=9) fZ (-»v/=;/"Vwdf=-î«.[(isr-»/=7)(*-*/=ir'+....] . 
(3o) f']_'"è" r=r ' v {x)ix=— »«f(js:_*r/=7)« _ **^Ci».H+v'=îSM.M)+..] . 

( 3 ftl>(' + i S/=i)^)i X =-^i£~By'- l )l^- t .L- t n/=l y.....'j. 
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< 33 > ftZ l [^ i °- s +('-Co S .9-») l /^ri ?Wda , 

==-*«{(*— Hy'~)l[l,+rSm.Q— (/,— rCos.9) /=;]+..„ } . 

=- 2M K^-^=î;(*-<t/=7;" - '<"" ,J '(Cos.M+/i;siii.M)+-^ . 
( 36 )/î:(-*/-)-'.i(.+f/=;) ?W d, 

( V 1 / Ai-»Jw*vl=î) ,+ -T 
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=-2v{(K-B^Z.,) /'"■ C< "'"'[Coj.(«j""sin.M)t l /r7Sm.(<« - "'^;n.M)]+„ ) . 

< 3 9) fZ.Z(- z ^>°~' J -fW d * 



=—2~(K-HJ=V(i—>:i/—,)°~'J ■ C ™'"[Cos.(«~' S Sii..M)+V^;Sii>.(« - "'Sin.M)]+....}. 

et ainsi du reste 

On trouvera encore , en sapposant r< i , 

(4°)/^"'('+»-«' W=7 )ï>;<l' 

=— m{(a:— /ty=i)Ui+™'*'(CM.M+ v prsm.MX]+... J . 
(40 /^*.** v=r i(.+« wr7 ; T (-)i«= ; 

et ainsi des antres. 

Enfin , si l'on suppose o< h , on trouvera , en prenant ponr s 
une fonction rationnelle et paire de la variable *■ , 
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- — — <pfx)dx 



(.„_„ fr-M-'iCoi^i-y— y-.-')Sin «» 



«3) 



/:!::=*«*• 



(^ — »"''' (^»-<-"JCo > .M-VrTCci+<- , à)Siiiii "•"— j- 

et , en prenant pour <p[x) une fonction rationnelle , niais impaire 
de la variable x , 



=— n»!(AT— WV— ). 



<<-*f <-*)Coa^A..Vr7 («* 



(.«V-ljSinii+V- 1 (« l «-r'«)Ci» •*» 



•=-*-( (*-*V=0-, ( .. t+ .-» t) co.,M- > frT(«'>- < -")»i-.» *") ' 

Comme . d'ailleurs ces quatre dernières intégrales s'évanouissent 
évidemment, savoir: les- deux' premières lorsque y(x) deviendra 
une fonction impaire, et les deux dernières lorsque y(x) devien- 
dra une fonction paire; on peut en conclure que les valeurs de 
ces quatre intégrales seront connues pour des valeurs quelconques 
de la fonction rationnelle désignée par y(x). 

Chacune des formules que. nous venons d'établir se décompose 
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en deux équations réelles , lorsqu'on égale séparément à zéro et 
les parties réelles des deux membres et les parties multipliées par 
t/~i. En opérant ainsi, et prenant pour y(^) une fonction, réelle, 
on obtiendra une multitude de formules, dont quelques-unes sont 
déjà connues, et parmi lesquelles je citerai seulemeul les suivantes: 

(46)yV- T (*)d*= g£7{p"-[+-C<».(.^0( ^+«) 

_*Si„.(,-»)[f+-)]+ J. 

(4 7 ) y+™Cos.J*.?Md*=— 2«{'A:Cos.M+ffSin.M)«-" +....} . 

(48) f + "Sin^jr»(*)iU=— 2»{(ATSin.M— #Cm.M)«-" +...»} . 
(4g) Ç +*\(r'— ar#Co«8+*X*>i* 

=^_ 2 «|jS:itr 1 - 2 prSin(»-8)+p , J->«Arc.Tang.= i^^L + ....J , 
/"+<» . ~ rCos.l— :• . , 

=• j H)[r-->prSli. (<.-9)+p'J+ J JS:Arc.T M .g.= g^gggj +.- j •' 
(5i) /"* * Arc.Tang.= £.?(*)** 

(52) /'* ° v '*).AreCot*.&r 

»„ j ffl ( I+ ^ + i^ta^o— 4£^+- ; 
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(53)/+*/ Co, ".Cos.(oSin.i*).fW^ 

=—*«{/' . C °' M [KCos.(ae~"'.SmM)+mm.(<n~ lk .SmM}]+....} . 
(54)/+"/ C °'' 4 *.SiD.(«Sin.fc) ¥ Wd* 

=3^{/' . C " ,M .[WCos.(«"".SmM)— ArSin.(jr".Sin^/i)]+....} . 
(55) / * " 1( i +a/-Cos.i*+Oï (•*)&» 
-awJArl(i+3r« -S4 .Cos.««+r , e _a * 4 )+2/fAre.Tang.= pn^M+""| ' 

=-{fll(.+^,-*.C«.M+r- -* J *)- 3 A'Arc.T.ng.= ^^ 4-,.] . 

Qa trouvera encore, ea prenant pour ip(*J une fonction paire 
de la rat table x-, 



(5?) 



y^-,—si,>.(=_*,).^>u 



= — w{p. e [JSfCos.(« — Hù)+W)+rïS!n.(w — ito-f-M) Jf.„ } , 

11 est facile da_recon naître les différentiations que doivent sa- 
bir les diverses formules auxquelles nous sommes parvenus , dans 
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- =o a des racines égales. Si l'on diffé- 
rence ces mêmes formules par rapport aux quantités a , b , r 

ou obtiendra de nouveaux résultats , que l'on pourrait déduire di- 
rectement de la formule (3). Ainsi, par exemple, si l'on différen- 
tie n fots par rapport à la quantité a, l'équation (46) , on en dé- 
duira la valeur de l'intégrale 



W/Î.^WK*)]"^ 



à laquelle on parviendrait aussi , en posant successivement , dans 

l'équation (3) 

/(*)=C-*y=rr K-V^X*) . 



On obtiendrait encore plusieurs résultats dignes de remarque, en 
intégrant quelques formules par rapport aux constantes a t b,r,„. 
Il importe d'observer que les formules (39) , (34) » (35)» (36) 
et (39) subsistent, dans le cas même, où l'on remplace l'exposant 
réel a par une constante imaginaire A-f-PV^ — ',. En opérant/ainsi, 
prenant pour <?(&) une fonction réelle et posant successivement 

on établira de nouvelles équations que l'on pourrait combiner en- 
tre elles, et l'on reconnaîtra facilement, par ce moyen , que Tes 
formules (46), (07), ...... s'étendent à des valeurs réelles ou ima- 
ginaires quelconques de la constante a. Si l'on décompose ensuite 
chaque équation imaginaire eu deux- équations réelles , on obiien- 
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(Ira les valeurs d'un grand nombre d'intégrales définies , parmi 
lesquelles je citerai celles qui suivent : 

(53)/ V""Cos.[|d(*)] v (*)d* , ' /V~ l Sm.r J d(^)] ip ; ; r)ir ; 

(60) /*"{•' StaX-^-**- (•!(*)!+« 3 Sin.[^.— **4*K*)]j ?(*)** 

(61) f**\e * Cos[^— **-*](#)!-»«, a CosJ-^— ^+fil(jr)lj ¥ »dx 

Ou déterminera les deux premières , quelle que soit la fraction. 
rationnelle désignée par <p{x) ; et les deux dernières , toutes le» 
fois que cette fraction deviendra une fonction paire de la varia- 
ble *. 

Aux formules générales ci-dessus établies, on pourrait en join- 
dre un grand nombre d'autres , dans lesquelles entreraient des 
fonctions <j/«) , X(?) y <]*(«?) , ....... des variables 

Ainsi , par exemple , h-\-ky/~ t désignant toujours une des raci- 
nes intégrales de — — , et l'expression H+K y/"^[ étant déterminée 
par la formule (27), on tirera de l'équation (3) 

(63) yî"rii(-*^=D] 






Tome XVII. 



■ 4 
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=/:H'M- :-V=0+r[ ,W+ T^H^T 

Il résulte d'ailleurs des équations (10) qu'après avoir cherché les 

racines de — o , on devra seulement admettre , dans les formu- 

fC*î 
les (62) , celtes des racines dont le module sera inférieur a l'u- 
nité , et , dans la formule (3) , celles qui fourniront des valeurs po- 
sitives ou nulles de Cos.*. Ajoutons que les quantités H et K de- 
vront être réduites à moitié , dans la formule (62), quand le 
module de h-\-k\/—i, c'est-à-dire, y/h>+k* deviendra égal à l'u- 
nité , et dans la formule (63) , quand on aura Cos.#=o. 

On déterminera avec la même facilité les valeurs des intégrales 

(65) y°+-(_ l/ =i ) -Vp(-v=r)] ,-q- . 



et ainsi du reste. 
On trouverait , par exemple t 

Ou trouverait de même 

On aurait , par suite , en prenant pour <?{x) une fonction paire de s 
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/* —, s ' n - — '(•»)- - c ° s - — 
« T« r^ -** 

et , en prenant pour <p(;r) une fonction impaire de x , 

(7 ■)_/%(•«) 



(iJ+Dwr 



-dx 






•I' 



•=î 



/» —1 - Sio. — +Cos. — J(*) 
* ,*): i__ — : — i* 

On pourrait multiplier sans mesure les formules générales qui 
se déduisent des équations (2) et (3) ; on pourrait ensuite trans- 
former les intégrales définies contenues dans ces formules , de ma- 
nière à obtenir d'autres intégrales , prises entre des limites diffé- 
rentes ; ce qui sera particulièrement utile , toutes les fois que les 
fonctions sous le signe f deviendront infiniment grandes , pour cer- 
taines valeurs de la variable. Ainsi, par exemple, on tirera delà 
formule (16) . 
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= j[fM-f(-*r)V=7. 

II sera pareillement facile de s'assurer que l'intégrale (58) est éqoi- 
valeuie à l'expression 

wf\ |*y-)+c— ) - (;)>(7)JpwJ"t ; 

Ajoutons que, dans les diverses formules obtenues, les valeurs nu- 
mériques des constantes a , b , r, j , ne seront pas toujours 

entièrement arbitraires ; et que ces constantes devront être com- 
prises entre certaines limites si , en les. étendant au-delà de ces 
limites , on rend infinies les valeurs des intégrâtes qui les renfer- 
ment. Ainsi , en désignant par f(x) une fraction rationnelle dans 
laquelle le degré du dénominateur surpasse de m unités celui du 
numérateur, on reconnaîtra sans peine que , dans la formule (58) , 
la constante positive a doit être inférieure au nombre entier m. 

Si maintenant on attribue aux fonctions f{x) , ((x) , y[x) , , 

ou bien aux constantes a, b, r, s, ..... des valeurs particulières, 
on déduira des formules générales que nous avons construites 
la plupart des intégrales définies connues , et une infinité d'autres 
nouvelles. Je me contenterai de présenter ici quelques-uns des ré- 
sultats les plus simples. 

(75)/ X „Stn.( »*,-ri -r = — * * • 

"i/o \ a J * +r * 

(7 6)/y-.Si„.(^-^) r ^ = f,-'Cos. (^-Jr). 

(77) y . —• = ssr. ■ J . 7+r=" Co '-"- • 

n" .a ' /'■*•- — - A 
Ml sr.- / h • TT Tœ *T ' 



yGooqlc 



DEFIMES. 



a'+arxOoiJ-f-'" Siu.aw Siu.l 



(79)/: 



Sin.» 



re '"-+'' +g -'-'-+''jC 0!i ,) ):CT _ 6 s_ [ ^{-'> +e -'- t '-'']C M .)( M 8) 






Sin.* ' 



'+<-')■(:-)' 



*+- 






» 

^^ A".TMg.(g— •) . 
a * da" 
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tir) I w Cos.ix -^— =— — Sin^r , / Sia.tx. — r*-r = - Cos .lr . 

(88) y - CM .far.^=>y ^Sin. *-(-+^-).Sin. £•(—< ;-)~= f «"■* ■ 

< 8 9>/o — d *= ;■ J. — •.=+= = » ( '-' >■ 

( 9 o) f'^"l(x'-2rxCQ$.e+r>) ^ ^ =*<lrl('+2^Sin.e+^ , ) . 

(9')/ I.A«-t.Dg.=. -^^.— =-.Arc.T.»g.= ; ÏS3J - 

H/>^gG).^=H^)- 

( 9 4)l (hix.Cot.xyâx*s2j ArcTailg.^- ; ^="l(a) • 

(95)/ V-r t= 4 1(2) • 
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[*/-<. — ï?= — • i(.-,v=i-> — ■n^ L ' -* ].P""-<i 
-« — wsî i(,-»v-,) "—» («-Q « 



/*+» j «*V_i_ # i«v_ 1 ^ 



:o, pour r>l , 



/*— (Co8.a*— Ce«JiH-(Sm.<ix— &n.ix)\(x) u _ J 

- — /.v ■■■ ■■-■ — r— r •■ — =•(» -»' 

(«.») /•+» '-vg ^ = /'+- — __«? ^^ 

^' J — » (i-w— ■)• y — » (r-»v=iM<— *v=t)' 
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(.05) y-/ - S *Si..( a SU..fa) ^S- -=■(.-"*-.) . 

/ e\ /*°° a "-' C°fcS*c- / 0* c . » \ H* » o— I t 

(io6) g x e oin, I — — Siq.pjt 1 = — r .« 

<->/: aa ? a ^ (^)'- ^!Ct)--< ^ ri 

/» Cos.o* d* . w «*+«•• X* 08 Sîn.«* d* * «•— r" 

Cos.** * 1+*» a «*+«-* * ^ e S»n^* i+* J a «*—«-* 

y» xComs d* v «•+•■■ /" œ Sinrf* d* * e"-^-<- J 

, SinJx i+«» a «*— e-* * J « «Cos^* i+«» a «*+r* 

Les quatre dernières formules supposent a<3. 

Dans le tableau qui précède, on reconnaît facilement plusieurs 
formules établies a .l'aide de méthodes diverses , par Euler et d'autres 
géomètres , et particulièrement par MM. ■ Laplace , Legeudre et Pois- 
son , et par M. Bidone , géomètre italien. C'est à ce dernier que sont 
dues les équations (37), les formules (75), (76), et plusieurs au- 
tres sont entièrement nouvelles , ou extraites de quelques-tins des 
mémoires que j'ai déjà publiés sur les intégrales définies. 

. t*) Ces deux dernières formules doivent être déduites , son de la formai* 
mais de la formule 

/+°/(jr)cu=2»-/=r(f,+f,+f 1 +....)-w.F/=ri 

F désignant la valeur que reçoit X*+rV~)/ C*+yV— •) > 

pour y= œ. ( Voy. la première partie au mémoire ). \'< 
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En désignant , avec M. Legendre , par T(a) l'Intégrale 



jy-'e-i* , 



et , en suivant la méthode que j'ai indiquée dans le Mémoire sur les 
intégrales prises, entre des /imites imaginaires ( Paris , in -4.° t 
Debure , i8a5 ) » on établit facilement les deux équations 

if+^ f^-'u = „' t . . . , 
/•+<• _*■ ,_ 1( =^r +J )->'. rf ° 4i -' . 

De ces dernières , combinées arec la formule (102), on tire im- 
médiatement 



(■■■) 



I/o « »r(«) • ; 

) /*" (r ~* va^w«v=a ~ c- . j - z-, .* 

«t aussi 

_ 

^: (r+j) --, r '°+»-' . 

Tfcn. XVn, n.' IF, i." «rfoi™ 1826. " ' i5 ' 
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J'ai donné les formules (m) au commencement de i„8i5, dans 
nu mémoire où elles étaient appliquées à la conversion des diffé- 
rences finies des puissances en intégrales définies , et pour lesquel- 
les MM. Laplace , Legendre et Lacroix furent nommés commissai- 
res. On peut , au reste , opérer cette conversion , en s'appuyant 
sur la première des formules (i 10) , ou sur une autre formule qui 
s'accorde avec elle, et qui a été donnée par M. Laplace. 

Enfin on tire des formules (87) , en faisant r=i , puis écrivant 
z au lieu de è, 

(n3) Cos.r= — / Sin^ar. 1 Sin.z= — / Cos.zjt. — — 

' *J * *— » */ o 1-*' 

Ces dernières fournissent le moyen de remplacer le cosinus d'un 
arc positif z, par le sinus d'un arc .variable, proportionnel à z, 
et le sinus du premier arc par le cosinus du second. Cette propriété 
des formules (11 3) peut être utile dans la solution de quelques 
problèmes. C'est effectivement a l'aide des formules dont il s'agit 
que i'étais d'abord parvenu , en i8i5 , & résoudre la question de 
la propagation des ondes , ainsi qu'on peut le voir dans la note 
XVIH, placée à la suite du mémoire déjà cité. 

Si , dans l'intégrale (74) > on pose x=uf , elle prendrais forme 

(114) / 09 [^^C^)+<-^"^. 9 (^)>'o> . 

Par conséquent , les méthodes ci-dessus exposées fourniront la va- 
leur de l'intégrale (n4)> 'I 1 " ne diffère pas de la suivante 



/: 



+ " p-f.tft'Ap . 



Si l'on applique la même transformation aux intégrales (78) , 

(80) , (81), (82) , (83) , (88) , (u5) , ; puis que l'on écrive * 

au lieu de p , on trouvera 



y Google 



.DBÏINIE6.-, 



(•"o/r^-T^T 






e*+atG».V+«-* 



lJL _ r^V«~ K ^V».K~-eH« K "Vr"~Vo,jir„^ 



e' 1 "- aCos.(a AW) + e - *'" 

/« ^11, .*«. „ d .Sec. — 

(•")/' f" 1 **^?**** **= -1(0.; 

et ainsi du. reste 

On pourrait , an surplus , déduire directement la plupart des 
équations précédentes de la formule (4) , combinée avec celles <jui 
résultent de la métUode indiquée dans le i3." paragraphe du Iti- 
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moire sur les intégrales déjinies , prises entre des limites imagi- 



naires. 



Si l'on pose, dans la formule (62) , *=Tang. j/>, 00 trouvera 
ou , ce qui revient au même , 

(-3) \f' o ^^H^- pyr=: )¥p^(o)+ ££i-+-f 

L'équation (122) coïncide avec l'une des formules générales que 
j'ai données dans le XIX.* cahier du Journal de l'école polytechni- 
que. De plus, si, dans l'équation (ia3), on fait successivement 

é \ f <") , \ ft "> 



r désignant une constante positive , et f(u) une fonction qui con- 
serve une valeur finie pour toutes les' valeurs de u , réelles ou 
imaginaires, dont le module est inférieur à l'unité*; on trouvera, 
pour r<i , 






(»« 



i—n 



\f 






+ : rj=- j ip=*nf); 



-*-< ,_^V- 



pour r=t 
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<.»5) 



[ : fS y±ï . '< rin/ —> L r». ^ û, m 



et enfin , pour r> t ' 



j/:>!5& + ssh«-'(»]' 



("6) 



Lorsque , dans les épations (ia/f) f on suppose rao , elles se 
téduisent i 

Si , dans celle-ci , on remplace î(x) pu £(£+#) , et les limites 
• f «r par — ta, ■+-« , on conclura 

<ia8) /"** : /(H-^^^^wjrc^ ; 

- -De même , si après avoir différentie* n fois , par rapport à . la 
quantité" r, la seconde des équations (124)» on y remplace ((x) 
par f(è^-x), on en tirera , en posant r=o, 



MrfZ.-^AH**-')*-^ 



fAH 
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Ces diverses formules, que j'ai données dans le Bulletin de la 
société philomatique , s'accordent avec d'autres formules du même 
genre, obtenues par MM. Perseval , Libri et Poisson. II est facile 
de les étendre à des valeurs négatives , ou même à des valenrs 
imaginaires des constantes r et b. Ainsi , par exemple , on recon- 
naîtra sans peine que les équations (ia4) subsistent pour toutes 
les valeurs de r , réelles ou imaginaires , dont lé module est in- 
férieur à l'unité. La seconde de ces équations , présentée sons la 
forme 

(.3o) *>=£/ Jhjk*.. 

offre évidemment le moyen de convertir une forrctioh donnée de 
r , considérée comme variable , en une intègfcale définie , dans la- 
quelle la fonction sous le signe se réduise à nne fraction dont le 
numérateur soit indépendant der 4 et le dénotninateut une fonc- 
tion linéaire de cette variable. 

Si) dans l'équation (122), on pose successivement 

r désignant nne constante positive > et f («) une /onction quf con- 
serve une valeur fixe , pour toutes les valeurs de u , réelles ou ima- *" 
ginaircs, dont le module est inférieur à l'unité $ on trouvera 



< ,3 '>/I 



j/^i+grrgj 



a r— Cotf 

— , 7" «r } 

Ki-f)"-V=î 
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■ r, ^^) t _^_ 

ft-r+(I-r') r Vr71— ft-i^îi— >")'V~ 

— , <g : 

et pour r> i , 

fi33) /** «i/^hV^'') » «!—('■•-■)') 

.... r. ft/^fVKT^f^. * _ n-M-fr-— ) ; ] 

(,3 v .; — r — **=?-■ w - 

Si, dans l'équation (122) , on remplace la fonction 
par l'un des produits 






on trouvera successivement 
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[ Cos -0 

=*-«.^ ,,(„)+ WVg ( ,_^_ V -)-. + „,| . 

_ f b+xv=t / — *-*y -\ j 

; i«ij*«i».^g..(iflùE.H." 
(.40) ^i(, +l /=i.coi.t). T (.' ,vrT )a, . 

S , m-.vj g££l if '~ *r*gl \i ) 
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/-*-~lCos.£._V=J ._ 

— «} Tw -K'H- Tafe- • T^i<^=+- ■•■{ ■ 
* uo *+*v^ \ i+*+*vrr y ta)— ici+ft+&v=ï) T"- j» 

et ainsi du reste. 

Par suite , si l'on prend pour ?(») une fonction réelle de u 
qui vérifie la condition 

(143) *(«)=*( ^); 

on trouvera. - * 

= _ =—) T( „) + »w=i ( -»-w =-. y, j 

a * 
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J ° ' FÎT 
( ,< 7) /; ^^- w=7 ' ,.T.. g .(^> 

/. »</-; -i>\/^r. l.Cos. - 

UJ+0 c »'O' 
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T< ' | lu) ~ h+k^j—, • K=)-i<.+J+ivr7) "*"•■•} • 
et ainsi du reste. 

Si, au contraire, on prend pour t(u) une fonction rationnelle 
qui vérifie la condition 

(.5.) ¥M =_^^IJ, 

od trouvera 

a 

osa, J*al£=*£5L.±±+ 

V. * / 

-*-{*«■ !£)= (.+*+V=D-+... j . 



(.55) 



«/^-«,-7-V-, 






^°> 
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— "jy(°>'«H >+AV=7 'C — r- )+■-} ■ 
.^—^ k (tJ+( ic O' 

~ OT i ?l ' } 1« A+*V^F * l Ca )_l C i+A+AV=; "') ' 

et ainsi du reste. 

Il serait facile d'apercevoir les modifications que doivent pré- 
senter, dans les seconds membres de ces diverses équations, les 

termes correspondant à des racines égales de — — - =o » 

Lorsque la fonction f{u) est rationnelle, les valeurs de l'expres- 
sion imaginaire h-\-k\/'Z^l , c'est-à-dire , les racines de l'équation 

— — =o i sont en nombre fini ; et par conséquent les valeurs des 

intégrales que contiennent les diverses formules ci-dessus établies , 
se composent d'un nombre limité de termes. On ne doit pas ou- 
blier que, dans ces formules comme dans l'équation (12a), on 
doit seulement tenir compte des racines de l'équation — -=so dont 

. ... * l "° : 

le module est inférieur à l'unité , et réduire à moitié tous les ter- 
mes correspondant aux racines dont le module est précisément 
égal à 1. 

Il est encore essentiel d'observer 1." que les formules trouvées 
cessent d'être applicables , toutes les fois que les intégrales qu'elles 
renferment deviennent infinies ; a." que de ces formules on en 
peut déduire un grand nombre d'autres, par des différentia lions 
ou des intégrations relatives à la quantité a j 3 * enfin, que cette 
constantes, dans les équations qui la renferment, peut recevoir 
des valeurs réelles ou des valeurs imaginaires. 
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Si maintenant on attribue aux fonctions f(.r) , <p(x) , on bien 
aux constantes r , a ,...- des valeurs particulières , on déduira im- 
médiatement des formules ci-dessus établies les valeurs d'un grand 
nombre d'intégrales définies, dont plusieurs étaient déjà connues. 
Je me contenterai de citer ici quelques-uns des résultats les plus 
simples. 

/ e do=2«r - . 

(.58) y^i^-v 

/" Cos. -2- /»"Cos.-(«f- p) 

-, — 7T *~ I r' ,\- à/, =*' m • 
e (_C*i) J (Sùut) 

(l€o) f" LCos. £-d;rc= /"*l.Sin. £ 0>=wl(±). . 

/LCos.*- . , - 



On trouvera de même, pour r<i , 
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(.64) 






et pour r<4 , 
(■65) 1 

On trouvera encore, pour r"<i , 
(166) | 

/:,=feOf )v= 3^{k s-xi • 



(167) 



r. 

r. 



l-rCc.p Co! - 



Si» — 

— ^r — — •<!/>=>-' ■«[—(■+'■)-] ." 
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/" ~-rCo.p Cos.-l(«— p) 
( s, "-ïj 

( / r '_J^^..,c».£d^=^i('di' ) , 

<»7°) < • 

y ' ' «/ c •— arOfp+r' * r a V 4 •" 

. .-»<i»,+r. ViY+(lXm.i y 7 L >W K»J-i(.-M J ; 

et ainsi du reste. 
On trouvera, an contraire, pour r*>i , 



(>73) 



|/:^(h^[.-(ï)]. 
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(•74) 



(■75) < 



f " .-rCj Co»-*(«— P) A r i _/ r +i \-î 

f: 



i-irCoj.pV' » p Y r 






(•77) 



,GooqIe 



DEFINIES. 



(■79) 



(,«o) 



J . —.O.p+r- ^£.^+(1.005.^ )' ~~ — ' * i-"ÎW ~ W _i/ I+ J.}J ' 

et ainsi du reste. 

Si l'on développe , suivant les puissances ascendantes de r, les 
deux membres de chacune des équations (i66j , (iti?).. ..(i 72) , 
ou obtiendra de nouvelles formules , que l'on pourrait déduire 
directement de l'équation (122), étendue au cas où l'équation 

=0 a des racines égales. On trouvera de cette manière, n 

désignant nn nombre entier quelconque , 

f w Cos.np( Tang. - J dp 

, .„ ■■ a(«— Q .-( a— n+l) r , n a n n— i afa-t-l) •» 

~~ V aCos. — "**■ l "* •-"+! « » '(«-»+0(«— •+*) J ' 

aSîn. — ,a ' 3 -" L » — "+ 1 » * («-«-ota-n+^T. j • 

(.8.) < 

I # S1n.n0.S1n. — Cos.— I do=( — i) .2."' .«. — . 

[ J , r a V. a J r * ' i.a.3...j> 
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La formule (<?>■;) et les formules (181), quand ou y remplaça 
a par — , peuveut s'écrire comme il suit : 

, « , î*+" —rV~i+*t j « , 



r(»+.) 



"Cos flp.Cos. — f Cos. — Yd/>= 



rc»+i)JX— +0 ' 

(■83) r 

Si, dans les équations fi 1 1) et(na), on pose r=o, ou r=i F 
j=i et «atTaog. {7» ; ou eu tirera successivement 

*(T.ug. >- Ycos. ( Wang, t ) -fc-= =— ^.J" , 

• v ' ' v * 'cos.'î- rw.cos.— 

a w a 

/Tang.ï-Ysin.f'jTang.£-y- i rr= — * — J" . 
I, »V < 8 >>Cos.-î- r(«).Sin.^- 

*. • I * 

f ' Co^( Cos '- )"&,. ( Wang. ^ >,= ^ .3" ^ , 
y'sin. ^(Cos ■î.y'sin.(iT.ng.Od^= : ^_.i-^ . 

/*Ysin.£.rCcos.'-Y w ".cos. i -=.d^=-i- r "+'-" , 

*/ » V - » ' \ */ a r .COS.— r W J * 

! * a 

I /Vsin. ïY(sin.^r'-.Sin.22-d> '— . ££=±±=0. . 



('«4) 



(.85) 
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: y"*(co S .if*" , .c S s. 2-.c M .&^=- 



rta).rc») ' 
('8?) l ' 

I ! t Cos.£ ) .Sin. -£-.Sin. -g- ip=— tt— - ' .... . 

(188) r 

Les deux dernières formules peuvent être remplacées par la sui- 
vante 

/Y « r(a-fO 

r (— + 7 r l~*V 

gue l'on déduit également des équations (i83) , dans le cas par- 
ticulier où la demi-somme équivaut à un nombre entier., . 

La formule (189), dans laquelle les constantes a et h penvent 
recevoir des valeurs réelles on des valeurs imaginaires , cesse d'exis- 
ter, toutes les ibis que l'intégrale contenue dans le premier mem- 
bre devient infinie ; par exemple , quand la constante a f avant une 
valeur réelle, devient inférieure & — ï. 

Si, dans la même formule , on remplace h par£^/~, on trou- 
vera 

(■ 90) J T (Cos^/. i-^! d/ » 
» . ggtg __ - 
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CAUSTIQUE PAR REFLEXION 



OPTIQUE. 

Recherche de Vèquation générale de la caus- 
tique par réflexion relative au cercle ; 

Par M. Thomas de St-Laurent , officier au Corps royal 

d'Etat-Major. 



Uans un prudent article (*) , nous avons donné . l'équation de 
la caustique par réflexion relative au cercle pour deux cas parti- 
culiers , savoir: i.° pour le cas où le point rayonnant est sur la 
circonférence même du cercle réfléchissant ; &." pour le cas où ce 
point est infiniment éloigné. Nous allons présentement chercher 
l'équation de cette caustique pour un point lumineux situé d'un» 
manière quelcouque sur le plan du cercle réfléchissant , en nous 
efforçant de conserver constamment à nos calculs et à leurs ré- 
sultats celte symétrie si propre à en garantir l'exactitude. 

En prenant le centre du cercle réfléchissant pour origine des coor- 
données rectangulaires , soient r le rayon de ce cercle, (a,b) le 
point rayonnant, (t , «) un point d'incidence quelconque et (x,y) 
le point correspondant de la caustique cherchée , c'est-à-dire , le point 
où elle est touchée pai le rayon réfléchi ; nous aurons d'abord 

f+u-=r'. (.) 



O Voy. la première page du présent volume. 
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RELATIVE AU CERCLE. n 9 

' Le rayon incident , la normale ' au point d'incidence et le rayon 
' réfléchi feront avec l'axe des x des angles dont les tangentes ta- 
bulaires Seront respectivement 



d'où il soit que les tangentes des angles d'incidence et de réflexion 
•wont respectivement 

S— a u m y»t/ 

a— t "~ ( ( "™ *— t 



■(ff-rQ- «Q*-») 



on , en développant , réduisant et simplifiant , à l'aide de l'équa- 

*» (0 



«H+4«— r' * tx+uy—r* * 

or , par les lois de la catoptrique , ces deux angles doivent Être 
. égaux : égalant donc entre elles leurs expressions il viendra , en 
chassant les dénominateurs 

(ht—eu)(tx+vy— r»H-(//— ux)(ot+&u— r*)=o . (a) 

C'est donc là l'équation générale du rayon réfléchi, dans laquelle 
' i et u sont deux paramètres variables , liés entre eux par la rela- 
tion (i) , et conséquemment équivalens à un Seul. 

La caustique cherchée étant l'enveloppe de l'espace parcouru par 
■«crayon, lorsqu'on fait varier t et u, conformément à la rela- 
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i3o CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

tion (0, on en obtiendra l'équation en éliminant t, u et le rapport 
de àt à d« entre les équations (i), (3) et leurs différentielles , 
prises par rapport à ces deux paramètres seulement. Or ces diffé- 
rentielles sont 

tàt-\-uàu=o , 

{x(au~-&i)-&(tx+vy—r*)+e(uxSy)— r(*/-fJ*-r*)}dM 

[=0,; 
+{y(au— bt)+a(tx+uy— r^+*(«jr— 4y-{-x(at+6u-r')}âu) 

ce qui donne , en éliminant , 

(at+iu)(tjc+uy— T*)+(tx+vy)(at+bu-T*)=i(aa-ti)[ux— ry) ; (3) 

de sorte que le problème se réduit présentement & éliminer t et '»' 
entre les équations (t) , (a). (3). Dans ces équations a et h fi- 
gurent de la même manière qoe x et y , et c'est là une chose 
qu'on pouvait fort bien prévoir a l'avance, puisque, les rayons in- 
cident et réfléchi peuvent être pris l'un pour l'antre. 

Pour des valeurs données de / et u , c'est-à-dire , poar un point 
d'iucidence donné , les équation» (3) , (3.) doivent être satisfaites . 
par le point correspondant de la caustique ; or l'équation (2) est 
celle du rayon réfléchi , et l'équation (3) est celle d'une autre 
droite; c'est donc l'équation -d'une droite qui conpe le rayon ré- 
fléchi à son point de contact avec la caustique cherchée. Nous ne 
nous occuperons pas de la. construction générale de cette droite, 
qui serait d'ailleurs susceptible d'nne certaine élégance. 

Noos remarquerons seulement que, si le rayon incident était tan- 
gent au cercle , le point d'incidence serait donné par l'équation 
(1) combinée avec l'équation at+iu=:r' an moyen de laquelle 
les équations (2) , (3) se réduisant à tx-+-uy=r* , ux — ty~o qui 
sont les, équations de la tangente et de la normale en ce point t 
qui serait lui-même conséquemment le point correspondant delà 
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RELATIVE AU CERCLE. i3i 

caustique ; et , comme le rayon réfléchi , 'qui a alors même direc- 
tion que le rayon . incident , doit être tangent à la caustique en 
ce point ; il s'ensuit que le rayon incident tangent an cercle ré- 
fléchissant est aussi tangent à la caustique au même point; c'est- 
à-dire que la caustique touche le cercle réfléchissant aux deux points 
où il est coupé par la polaire du point rayonnant. 

En ordonnant les équations (2) , (3) par rapport à t et a , on 
peut leur donner cette forme 

en éliminant tour à tour entre elles chacun des deux binômes 
**— •&? et ay+ix f on trouvera 

T*(a T +ix)={x+ a )u*+( Y +b)t* * (4) 

Ajoutant au quarré de la seconde le quadruple du quarté' de II 
première , en observant que 

en trouvera 

on bien, à cause de l'équation (1) 
ou encore ■ 



, Google 



i3a CAUSTIQUE PAR REFLEXION 

««■+i')>'+/')-/-'[(^+»)"+(/+*)'] = 3[M«)»-(r+*W , (5) 
Si présentement on pose , pour abréger , 

x-\-a=rA t y+l=rB , 
ts=rp , a=:rç , ax-\-by^r'C t 

4C" , +*'X*'+r , )-r , K*-H>)'+(:r+*;':]=3r'.B- ; 

les équations (i) , (4) , (5) deviendront 

/■*+?"=' . (G> 

A,'+Bp'=a, (;) 

Aq—Bp=R ; (*) 

et tout se réduira & éliminer /» et f entre elles. 
Les équations (6) et (8) donnent 



?=+ ^ '= A-+H- \ 

d'où, en substituant dans (7) et chassant le dénominateur, 

jtiJR+BS^+B—R'y-BiBR+JyfA'+B'+R'yxCiJ'+B'y* 

Par l'effet du développement des puissances dans le premier mem- 
bre el des réductions qui en résultent, l'équation devient divisible 
par sf-{-B* et se réduit à 



±AB(4'+&+2R'}s/ZÏÏ&=l[>=(sr+B % ïC--(A t — B')R', 
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RELATIVE AU CERCLE. i33 

En quarrant, développant et ordonnant par rapport à R, l'équa- 
tion devient en outre divisible par (A l ~\-B'y et se réduit à 

a*b\zr*-\-a i +b*)=r*— 2(A'— &)cn*+<je+By& , 

ou encore 

jTfrQff +A*+B I —4C) = {fl J — C{A'~ B')}' . 

Or , on a 

ZR>+J'+B*-4C 1 = (a.-f^Lj ; 

donc , en substituant , extrayant la racine quarrée des deux mem- 
bres et transposant , 

R}=:C(A X -B')±*AB. "-^- . 
Quarrant de nouveau et multipliant par «7»"', il viendra 
(3r t R') i = * 1 r*{r*C(A*—B*)±2r :, JB(av--}f)y ; 
remettant enfin pour A , B , C , H leurs valeurs , on aura , pour 
l'équation de la caustique cherchée 

A cause du double signe du second membre, cette équation ex- 
prime deux courbes distinctes , et il importe de découvrir laquelle 
de ces deux courbes est la véritable caustique. Pour y parvenir 
rappelons-nous ce que nous avons remarqué ci-dessns , que les points 
où le cercle réfléchissant est coupé par la polaire du point (a ,b) , 
•ont des points de la courbe : or ces points sont donnés par le sys- 
tème des deux équations 

tf+fm? , fljr+*y=r m , (9) 

dont l'une est l'équation du cercle lui-même et l'autre celle de la 
polaire dont il s'agit; il faudra donc que l'équation de la causti- 
que soit satisfaite par le système de ces deux-là. Si de pins , pour 
un moment, nous faisons passer l'axe des s par le point rayon- 
nant, ce qui donnera £=0, l'équation de la caustique deviendra 
Tenu XVlh 18 
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{(4**— r , )(^ , -hr , )-r\2flxffl')}»=27r**y[(^+fl) , -/i2jr( ; r+fl)]' 
ou encore 

{(4a^r')(s 1 -^f)—r\2ax^ a ')) i = S 2- ? r*ay{(x-{ a ±j-y-tx'^y 1 )yr 
il faudra donc que cette équation soit satisfaite par ce que devien- 
nent les équations (9) dans la même hypothèse ; c'est-à-dire , qu'elle 
devra être satisfaite en y remplaçant x % -\-y* P a r *"* > «* p a r r 1 , 



s par — et ^* par r — x' ou r* — 
vient ainsi, en réduisant et simplifiant, 

( a - r '=! ^— — ! ' 

équation ' qui ne peut être satisfaite qu'en prenant le signe inférieur 
du second membre. La véritable équation de la caustique est donc 

= 37 r«{(<ir+M[^+<') , -(r+*) , ]-=(*+'')(y+*)C^-*r))."r 

ou en faisant le développement et les réductions dans le second 
membre , 

{4Ca*T*')t* , -b")-'°[(»+«')'+Cj-M)'3} , =a7r»(J*-«r)'C*'+f*-«*-»')'; 
équation d'une symétrie parfaite et qui demeure invariablement la 
même , soit qu'on y permute simultanément a et x avec b et-f, 
soit qu'on y permute simultanément a et b avec x et y. 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Note sur le calcul des conditions d'inégalité ; 
Par M. Gergonne. 

JL/ANS l'analyse des travaux de l'Académie royale des sciences de 
Paris, pour i8a3 ( partie mathématique ), M. lu Ikhuu i'ourier, 
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secrétaire perpétuel , donne quelques développemens sur un nou- 
veau genre de calcul , qu'il désigne sous la dénomination de Cal- 
cul des conditions d'inégalité, et qu'il signale comme éminem- 
ment propre à la résolution de certaines questions mathématiques. 

Dans un article du Bulletin des sciences de la société phîtoma- 
tique ( mai. et juin 1825, pages 66 et 81 ) , M. Navier donne , 
sur ce nouveau genre de calcul , des développemens techniques 
que l'analyse de M. Fourier n'avait pu comporter. 

Enfin , dans le Bulletin général de M. le baron de Ferussac , 
partie mathématique ( juillet 1826 ) , M. A. C. revient sur le 
même sujet, pour le présenter sous un jour nouveau, d'une ma- 
nière très-large et très-philosophique. 

Voilà donc une nouvelle branche d'analyse que des géomètres 
du premier ordre s'accordent à regarder comme étant de quelque 
importance ; et dès lors pourquoi nous refuserions-nous à rappe- 
ler que, dès la fin de 181 1 , lorsque rien encore n'avait été pu- 
blié sur ce sujet , il avait déjà fixé notre attention , et que , pré- 
cisément à l'occasion d'un problème de statique tout pareil à ce- 
lui que prend M. Fourier pour exemple , nous annoncions positi- 
vement ( Annales tom. IL, pag. 195 ) qu'il n'était aucune por- 
tion d'étendue , limitée en tout ou en partie , qu'on ■ ne pût expri- 
mer analytiquement , par un système convenable d'équations et 
d 'inégalités , considérées comme ayant lieu à la fois; et nous en 
donnions , entre autre exemple , celui de l'arc exprimé par le sys- 
tème 

y>ax+b t y < t a , x-\-l / ,' ar , +-y^==r' . 

Si alors nous n'insistâmes pas davantage sur ce point , c'est que 
la chose nous paraissait toute claire et toute simple , et de nature 
à se montrer telle aax yeux de tous les géomètres ; mais ce qui 
prouve évidemment que nous étions loin de l'avoir perdue de vue, 
c'est que vers la fin de 1823 , c'est-à-dire , six mois au moins 
avant les premières communications faites au public par M. Fou- 
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rier , nous avions donné , dans des notes qui accompagnaient un 
mémoire de M. Péclet ( Annales , tom. XIV , pag. 65 ) les iné- 
galités qui expriment une droite ou un arc de courbes limitées , 
la surface d'une couronne circulaire , le volume d'une sphère pleine 
ou creuse , d'un cylindre , d'un cône , d'un anneau , etc. Noos 
donnions même en cet endroit l'idée d'une géométrie tonte nou- 
velle , qui ferait entrer en compte le défaut d'homogénéité de l'é- 
tendue f relativement à uoe quelconque de ses propriétés physi- 
ques, dont les formules , calculées à l'avance une fois pour toutes , 
comme celles de la géométrie analitique , rendraient les applications 
de la géométrie a la physique incomparablement plus promptes et 
plus faciles. 

Nous ajouterons que , dans nos conrs publics , nous avons tou- 
jours traité des inégalités, de leurs transformations, de leur réso- 
lution , de leur combinaison , de l'élimination des inconnues entre 
elles , etc , avec le même soin qu'on a coutume de le faire pour 
les équations ; et la chose nous paraît même d'autant plus impor- 
tante que , si la manière d'opérer sur les inégalités diffère, à quel- 
ques égards , de celle dont on traite les équations , les équations 
et les inégalités ont , d'un autre côté , des points de contact si 
nombreux qu'à moins d'une étendue un peu attentive des derniè- 
res , on pourrait être sou vent~en traîné à leur appliquer des trans- 
formations qui ne sont légitimes que pour les antres seulement ; 
et tomber , par suite , dans les méprises les plus grossières. 

Nous avons constamment eu soin d'observer , au surplus , que 
ce danger peut être évité , en remplaçant chaque inégalité par 
une équation équivalente, renfermant une quantité indéterminée, 
comprise entre zéro et l'infini positif, de sorte que, par exemple, 
l'une ou l'autre des inégalités Z>a , Z <o peut être remplacée 
par l'une ou l'autre des équations Z — a=o, Z-r-ot=o , a étant 
comprise entre ces limites. En agissant ainsi , on n'a jamais a con- 
sidérer que des équations. L'élimination des inconnues entre elles 
conduit 1 une ou à plusieurs équations de condition entre les don- 
* 
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nées et les indéterminées a, fi, y, ..... toutes comprises entre zéro 
et l'infini positif. Le problème n'est alors possible qu'autant que 
ces équations peuvent être toutes satisfaites ; et il a toute l'éten- 
due que ces mêmes équations peuvent comporter. 



QUESTIONS RESOLUES. 

Démonstration du théorème de combinaison 
énoncé à la page 32 du précédent volume; 

Par M. Ferriot, Doyen de la. Faculté des sciences de 
Grenoble. 

MnlWtVUlWVUMm 

A la page jfo du XV.* volume du présent recueil, on a demandé 
de combien de manières m couleurs , toutes différentes les unes 
des autres, pouvaient être appliquées sur les m faces d'un polyè- 
dre régulier; m représentant, tour à tour, les nombres 4» 6,8, 
la , ao. A la page 3a du volume suivant, on a annoncé que ce 
nombre était 

i .».3.4^...(w— a)fw— i) . 

— — t V) 



n eiprimant le nombre des côtés de chacune des faces du polyèdre ; 
et c'est cette formule que nous nous proposons ici de vérifier. 

Remarquons bien d'abord qu'il n'est pas question de résoudre le 
.problème pour le cas où, les faces du polyèdre étant numérotées, 
on regarderait comme solutions différentes celle» même qui ne dif- 
féreraient uniquement entre elles que par les numéros des faces ou 
les mêmes couleurs se trouveraient appliquées.. A nos yeux donc 
deux polyèdres égaux seront réputés colorés de la même manière , 



yGooqle 



i38 QUESTIONS 

lorsqu'on pourra les superposer de telle sorle que les tournes con- 
teurs coïncident partout. 

Observons, en second lieu , que, s'il était question d'appliquer m 
couleurs différentes aux m sommets d'un polygone ouvert, plan 
ou gauche, de m — i côtes, on le pourrait d'un nombre de ma- 
nières exprimé par 

i.a.3 4-—(«—2)(/n—i)w ; (a) 

Observons enfin que, s'il s'agit d'appliquer quatre couleurs diffé- 
rentes sur les quatre faces d'un tétraèdre , on le pourra de deux 
manières seulement; puisque après avoir appliqua une couleur quel- 
conque sur une de ses faces , on pourra appliquer les trois restan- 
tes sur les trois autres dans deux sens différera. Or, comme la 
formule (i) se réduit à l'unité seulement , lorsqu'on y suppose m— 4 
et n==3, nous sommes fondés à soupçonner que le coefficient a 
de son dénominateur doit être supprimé. Reste maintenant à la vé- 
rifier pour les quatre autres polyèdres réguliers, qui ont tous cette 
propriété commune d'avoir leurs faces opposées deux à deux. 

Soit posé un quelconque de ces polyèdres par une -de ses fa- 
ces, prise pour base inférieure ■, sur un plan horizontal , et faisons- 
le tourner sur cette base , jusqu'à ce que l'un des côtés de la base 
supérieure soit tout-à-fait tourné vers nous et dirigé conséquemment 
de notre gauche à notre droite. Il y aura conséqnemment une des 
faces adjacente à cette base supérieure qui sera aussi tournée vers 
nous. 

Soit joint le centre de la base supérieur à celui de cette face par une 
droite , puis le centre de celte face à celui de sa voisine à droite par 
nne autre droite , et ainsi de suite du centre d'une face à celui d'nne 
antre face adjacente , en allant constamment vers la droite , sau» 
revenir denx fois sur la môme face, jusqu'à ce qu'on soit parvenu 
au centre de la base inférieure; On formera ainsi un polygone 
gauche ouvert du genre des spirales ayant m sommets et par suite 
m-i-i côtés. 
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Imaginons qu'ayant réparti les noms des couleurs entre tous les 
sommets du polygone d'une manière quelconque , on applique en- 
suite à chacune des faces du polyèdre la couleur qu'indique son 
centre , on obtiendra aiusi un des polyèdres colorés dont on de- 
mande le nombre. Si on répète l'opération autant de fois qu'il y 
a de manières de répartir les m couleurs entre les m sommets du 
polygone gauche, on obtiendra ainsi des polyèdres colorés , en 
nombre exprimé par la formule (2) , lesquels seront tous du genre 
de ceux dont nous cherchons le nombre. 

Or je dis, en premier Heu, qu'on n'en aura omis d'aucune sorte; 
car supposons qu'on nous en présente un duquel on prétende qu'il 
ne se trouve pas parmi ceux que nous ayons formés; posons-le sut 
une quelconque de ses faces comme base inférieure; tournons-le 
sur cette base jusqu'à ce qu'un côté de sa base supérieure soit 
complètement tourné vers nous ; et construisons le polygone gau- 
che ouvert suivant le procédé indiqué ci-dessus ; il se trouvera une 
certaine couleur à chacun de ses sommets ; et si, comme on le sup- 
pose , l'arrange ment des couleurs y était nouveau , il s'ensuivrait, 
contrairement à l'hypothèse, que , dans l'exécution de notre pro- 
cédé, nous n'aurions pas épuisé tous les arrangemens possibles. 

Non seulement nous n'aurons point fait d'omissions, mais chaque 
sorte de polyèdre aura été exécuté plusieurs fois; et il. s'agit, en se-, 
cond Heu, de savoir combien de fois chaque sorte de polyèdre aura 
été répétée. 

Or , qu'on nous donne un quelconque de ces polyèdres colorés , 
qu'on le pose tour-à-tour sur chacune de ses m faces comme base 
inférieure, et que, pour chaque base inférieure, on le fasse tour- 
ner, de manière à amener tour-à-rtoux dezaot soi chacun des « 
côtés de sa base supérieure ; 00 lui aura ainsi donné mn situations 
différentes , pour chacune desquelles on pourra construire- le poly- 
gone gauche comme il a été dit ci-dessus. Or, il est clair que, dans 
chaque cas, on aura aux sommets de os polygone une des com- 
binaisons des couleurs qu'on avait faite d'abord , puisqu'on . les avait 
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toutes, faites. Ainsi un seul polyèdre coloré doit se trouver mn fois 
-parmi ceux que nous avons enseigné à faire. La formule (a) donne 
:donc mn fois chacun de ces polyèdres; et conséquent ment on ob- 
tiendra le nombre des polyèdres demandé par la question en di- 
visant celle formule (i) par mn, ce qui donnera 

■ j3 - 4 ( ;-""— ) , ( 3 ) 

comme nous l'avions d'abord soupçonné. La formule (i) n'est donc 
point exacte (*). 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de géométrie. 

I, Ouelle est la trajectoire orthogonale de toutes les droites qui , 
tracées sur le plan d'une ligne du second ordre, ont leurs cordes In- 
terceptées par celte courbe , égales à une longueur constante donnée ? 
IL Quelle est la surface trajectoire orthogonale de toutes les droi- 
tes qui* tracées dans l'espace , ont leurs cordes interceptées par une 
surface du second ordre, égales & une longueur constante donnée ? 



(*) 11 eat probable que l'analyse fume par l'auteur de cetto formule , 
qui noua l'a adressée uni démonstration , loi aura laisse" échapper le cas 
où , sur deux polyèdrei égaux , le* couleurs M succèdent entre elles daua 
le mcidc ordre, mais en km inversa. 

f-D.G, 
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GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE. 

Note sur la théorie des transversales ; 

Par M. Ferriot , Doyen de la Faculté des sciences de 

Grenoble. 

IHlWWVWVWWWM 

I. Oi'H le plan d'un triangle quelconque ABC, soit menée une 
transversale arbitraire et indéfinie , coupant respective ment en A', 
B', O les directions des côtés BC , CA , AB. Ou bien cette trans- 
Tersale laissera d'un même côté les trois sommets du triangle , 
auquel cas les points A' , B' , C seront tous trois sur les prolon- 
geâtes de ses côtés ; ou bien elle aura l'un de ses sommets d'un 
côté et les deux autres de l'autre, et alors il n'y aura qu'un des 
trois points A', B', C qui soit sur le prolongement d'un côté , 
tandis que les deux autres seront sur les côtés même ; d'où l'on 
voit que, dans tous les cas, le nombre de ceux de ces points qui 
seront sur les prolongemeus des côtés sera toujours impair. 

Par l'un quelconque C des sommets du triangle soit menée une 
parallèle au côté opposé , coupant la transversale en 1) ; ou aura 

CD:AC'::CB':AB' , 
BC':CD::BA':CA', 
d'où, en multipliant et simplifiant, 

BC':AC'::CB'XnA':AR'xCA' ; 
Tom. XVII , n.° F y i.* r novembre 1836. 19 
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et par suite 

AB^xBG'xCA':=BA'xCB'xAC' . (i) 

Réciproquement, si trois points A' , B' , O , sont situés sur les 
directions des trois côtés BC , CA, AB d'un triangle ABC , de telle 
sorte que cette relation ait lieu , et si en outre le nombre de ceux 
d'entre eux qui sont sur les prolongemens des côtés est impair , 
ces trois points appartiendront nécessairement à une même droite. 

En effet , il y aura toujours deux de ces points qui seront ou 
l'un et l'autre sur les côtés, même ou l'un et l'autre sur leurs pro- 
longemens. Soient A / ,B / ces deux points; alors le point C sera 
nécessairement sur le prolongement de AB ; et , s'il n'est pas en 
ligne droite avec A' et B', il faudra qu'en joignant ces deux der- 
niers points par une droite , cette droite coupe la direction de AB 
en quelque point C" différent de C , mais qui devra se trou- 
ver , comme celui-ci , sur le prolongement de AB. 

Les trois points A', B', C" étant ainsi en ligne droite et se trou- 
vant en nombre impair sur les prolongemens des côtés du trian- 
gle , on devra avoir, par ce qui précède , 

AB'xBC"xCÀ'=BA'xCB'xAC" ; ( 2 ) 
d'où, en divisant (i) par (a), 

BC AC AO __ AO 

or , cette équation exprime que la droite AB est coupée harmoni- 
quement aux points C',C"; donc, si elle pouvait, avoir lieu, un 
des points G', C devrait, contrairement. à l'hypothèse, se trou- 
ver entre les points A et B ; donc le point C" ne saurait être 
différent du point C' ; donc la droite menée par les deux points 
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A' et rV doit aussi passer par le point C ; donc enfin ces trois 
points doivent appartenir a une même droite (*). 

Si par le point O on mène une nouvelle transversale, coupant 
respectivement en À" , B" les directions des côtés CB , CA , on 
aura pareillement 



(*) On peut déduire de là une démonstration fort •impie de la propriété 
de l'hexagone inscrit au cercle, démons ira lion dont l'idée nous a été sug- 
gérée par la lecture du mémoire de M. Slunu dont une partie a déjà paru 
dans le présent recueil. 

Soient a , a' , b , V , c , c' les sommets consécutifs de cet hexagone. Soient 

A' le point de concours de» côtés opposés aaf et b'c , 

IV le point de concours des côtés opposés hb' et t'a , 

C le point de contour» des cotés opposés €t> et alb , 

Soient en outre 

A le point de concours des cotés W et et' , 

B le point de concours des cotés et' et aaf , 

C le point de concours des cotés aa' et bb> . 

En se rappelant les propriété* dos sécantes qui partent d'un même point , 
et considérant toai-à-tour ac 1 ,& ,ba' comme des transversale» par rapport 
an triaugle ABC, on aara 

A*xAt'=A»xA*' , AB'xC«xBe'=CB'xlt<JXA* / , 

BaxBa^&xuV , tVxA*x'>'=Ae'XCixIW' , 

CixCfeCoxCo' , CA'XuVx**'=BA'xAexC*' * 

équations qni, multipliées entre elles, donneront, en réduisant, 
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AB"xBC'xCA"=BA"xCrV'xAC' ; (3) 

d'où, en divisant (i) par (3) , 

AB' CA' _ BA' CB> 

ÂTF CÂ*"" BÂ7 X çjy> ' 
c'est-à-dire , 

CA' OB' BA' £TV 



CA» ' CB" "" BA" " AB" 



(4) 



et il est aisé de voir que réciproquement , si celte proportion * 
lieu, les deux transversales A'B', A/'B" iront concourir en un point 
de la direction de AB, si du motus elles ne lui sont pas parallèles. 

H. Par un quelconque P des points du plan d'un triangle ABC , 
et par chacun de ses sommets, soient menées les droites. AP, BP, 
GP , rencontrant respectivement les directions des côtés opposés en 
A', B', C. Si le point P est intérieur au triangle , les trois points 
A' , B' , C seront sur ses côtés mène ; tandis que si , au contraire , 
il lui est extérieur, deux d'entre eux seront sur les proloogemens 
des côtés; tellement que, dans tous les cas , le nombre de ceux 



AB'xBC'xCA'ïsBA'xCB'xAC' ; 

ce qui pronve que les trois points A' , II' , C' sont en ligne droite. 

Voilà donc le beau théorème de Pascal démontré fort simplement pour 
le cercle | et on en peut aisément conclure le théorème analogue de M. Brian- 
chon, p>r la théorie des pâles, susceptible aussi, pour le cercle, d'une ex-. 
position fort élémentaire. Ces deux théorèmes, si féconds en belles consé- 
quences, peuvent dune figurer, pour ainsi dire dès l'entrée , dans les élétnens 
de géométrie où on finira sans doute tôt ou tard par les introduire , au lien 
de les reléguer, comme on l'a fait jusqu'ici , dans des traités spéciaux. 

J. D. G. 
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d'entre eux qui seront situes sur les côtés même, sera toujours im- 
pair. 

Par l'un quelconque C des sommets du triangle soit menée au 
coté' opposé une parallèle, coupée respectivement en D et E, par 
les directions de AA' et BB' ; on aura 

ÀB':CB'::AB:CE , 

BC':AC'::CE:CD , 

AB:CD::BA';CA'i 

d'où , en multipliant et simplifiant , 

AB'xBC':CB'xAC'::BA':CÀ' ; : 

et par suite 

AB'xBC'xCA'=BA'xCB'xAC ; (1) 

Réciproquement, si trois points A* f iV,C /, f sorrt-silué'es , sur les 
directions des trois côtés BC , CA, AB d'un triangle ABC , de telle 
sorte que cette relation ait lieu, el si le ifodibre de ceax'd'eutra 
eux qui sont situés sur les côtés même du triangle est impair , les 
droites A A' , BB 1 , CC' concourront toutes trois en un-même point P. 

En effet , il y aura toujours deux de ces trois points qui seront 
ou l'un et l'autre sur les côtés même , ou l'un et l'autre sur leurs 
prolongement Soient A' , B' ces deux points ,' soit P l'intersection 
de AA' et BB / ; et admettons que la droite CP coupe la direc- 
tion de Ail en quelque point G" différent de -Ci il faudra- né- 
cessairement que les points C et C" soient tous deux sur le côté 
AB lui-même. 

Mais alors AA' , BB' , CC" concourant en un même point P , on 
devra avoir , par ce qui précède , 
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AB'xBC <'xCA'=BA'xCB'xAC" ; (a) 

d'où en divisant (i) par (i). 



BO KO 




AO AC 








BC AC" ' 




BO fiC 



or , celte équation exprime que la droite AB est couple harmoni- 
quement aux points C et C" ; donc , si elle pouvait avoir lieu , 
les points C , C" ne pourraient , suivant l'hypothèse , être si- 
tués tous deux entre les points A et B ; donc le point C" ne sau- 
rait être différent du point C ; donc la droite menée du point G 
au point d'intersection de AA' et RrV cou; e AB au point C ; 
donc enfin, les trois draites A A/ , BB', CC se coupent au même 
point (*). 

Par un autre point P' de la direction de CC , soient menées 
deux nouvelles droites AP',BP', coupant respectivement CB et 
CA en A/',B";' nous aurons semhlablement 

AB"xBC'*CA" e *BÀ"xCB"x:AC< % ■ (3) 

d'où en divisant (i) par (3) t 



(4) 



(*) II! unit curieux d'examiner si de là on ne pourrait pot tirer une- dé- 
monstration directe de la propriété de l'hexagone circonscrit au cercle ana- 
logue à celle que nous atous donnée , dans la auie précédente , pour l'hexa- 
gone inscrit. 

J. D. G. 





AB' CA' BA' CU> 

AB" X CA" BÂ"" X "cÏÏ* 


c'est-à-dire , 






CA' CIC BA' AB' 




CA" ' CB"~ ' ' il*"' ' Âb7 
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et il est aisé de voir que réciproquement , si celte proportion a 
lieu , les points P, P' seront en ligne droite arec le point C. 

ITI. On voit que , lorsque snr les directions BC , CA , AB des côtés 
d'un triangle ABC, on prend trois points A',B' t G' tels que 

AB'xBC'xCA'=BA'xCB'xAC' , . - 

Ou bien ces trois points sont en ligne droite , ou bien les trois droi- 
tes AA', BB / , CC' concourent en un même point; et cela, sui- 
vant que ceux de ces points qui sont sur les côtés même du trian- 
gle sont en nombre pair ou en nombre impair. 

Mais, lorsque quatre points A', A", B', B" pris, les deux pre- 
miers sur la direction du côté BG et les deux autres sur la di- 
rection du côté AC d'au triangle ABC , sout tels qu'on a la pro- 
portion 

CA' C» BA' ÂW 

CÂ» '' CB» ! : BA" : AB" * , 

il arrive à la fois que le point de concours de* A OS' et A"Ë ff est' 
sur la direction du côté AB ; et que les points d'intersection de' 
AA' et BB 7 , AA" et BB" sont en ligne droite avec le sommet 
C ; ce qui donne cet élégant théorème : 

Si trois droites issues d'un même point P coupent les côtés d'un 
angle dont le sommet est S, savoir l'un en A, A', A" et l'autre 
en B,B', W; et si C, C',C" sont les intersections respectives de 
À'B" et S'A",, A"» et B"A, AB* et BA''» ces trois points C, G*, 
C" appartiendront à une même droite" contenant le' sommet S de 
l'angle; et réciproquement, si ces trois points appartiennent à une 
même droite contenant le polnf S, les 'droites .AB, A'B', A^B" 
concourront toutes trois en un même point P (*), 

(*> BeH; pm v U : tUéori»det'p«M(hTl ■ rtôfMtljuter, ûrf vnkVttrk' cet «ultra. 
théorème .- 
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GEOMETRIE ÉLEM ENTAIRE. 

Sur le rapport de la circonférence du cercle 
à soîi diamètre ; 

Par M. Gercohhb. 



A. la page 193 du VI.* volume du présent recueil , nous avons JéV 
montré ; d'après M. Schawab , cet élégant théorème : 

THÉORÈME. Si fon forme une suite dont les deux ^premiers 
termes soient zéro et un , et dont chacun des autres soit alterna- 
tivement la demi-somme et la racine auarrée du produit des deux 
qui le précèdent immédiatement ; les termes de cette suite conver- 
geront sans cesse vers le rayon du- cercle dont la circonférence 
est quatre (*). 



Si à trois points d'eue mime droite P on mène des denx extrémités d'une 
autre droite S , savoir, de l'une, des droites A , À' , A" et de l'autre, des droi- 
tes B , fi'. H" , et si G , Cf , C" sont respectivement les droites qui joignent 
l'intersection de A' et. B* ». celle de A" et B' , l'intersection de A" et B 
a. celle de A et B" , et enfin l'intersection de A et B' à celle de A' et B » 
ces trois droites C, C, C concourront en un même point de S, et réci- 
proquement , si ces trois droites concourent en un même point de S, le* 
points de concours de A et B, A/ et B' , A" et B* appartiendront tous trois 
k une meute droite P. 

J. D. G. 

(*) M. Ampère nous a communiqué" , il y a quelque temps , un théorème 
duquel celui-là peut facilement être déduit, et dont il déclaré être depuis, 
long- te mus en possession. 
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. ..Ce théorème» dont la démonstration est très-élémentaire, four- 
nit déjà , tel qu'il vient d'être annoncé , un procédé tellement brief 
, pour le calcul du nombre -m qu'on ne saurait désormais raison- 
nablement se refuser à l'introduire dans les traités de géométrie. 
C'est un exemple qui a été donné récemment par M. Vincent , pro- 
fesseur à Reims , et qui sera sans doute imité par d'autres géomè- 
tres. 

Mais l'application du théorème de M. Schawab à la recherche 
; du nombre ■** est susceptible de diverses abréviations très-notables , 
- qui paraissent avoir échappé à L'inventeur , et que nous avons fait 
. connaître à l'endroit cilé. On pourrait seulement nous reprocher d'a- 
voir justifié ces simplifications par des procédés ou trop peu élé- 
gans ou trop peu géométriques j et c'est ce qui nous détermine à 
revenir de nouveau ici sur ce sujet. 

D'abord, puisque les termes de la suite convergent vers une li- 
mite commune , ils tendent conséquemmeot à devenir égaux ; et , 
comme on ne les calcule que par approximation , ils deviennent 
bientôt égaux en effet. Dès lors l'opération est terminée , et on peut 
regarder le dernier d'entre eux comme exprimant, dans les limites 
de l'approximation adoptée , le rayon du cercle dont la circonfé- 
rence est quatre. 

Mais , long-temps avant que ces termes soient devenus tout-à-fait 
égaux , on doit rencontrer deux termes consécutifs qui se ressem- 
blent dans plus de la moitié de leurs chiffres de gauche , et il est 
. clair qu'à plus forte raison, il en sera de même de tous ceux qui 
, les suivront ; or , une fois parvenu à ce point , on pourra , dans 
les limites de l'approximation adoptée , substituer de simples demi- 
sommes aux racines quarrées de produits , ce qui permettra de 
poursuivre le calcul de la suite par un procédé tout-à-fait simple 
et uniforme. 

. Comme on doit calculer tous les termes avec un même nombre de 
chiffres décimaux, on peut, pour prouver cette assertion, faire abs- 
traction de la virgule. Tout se réduit alors à prouver que , si deux 
Tom. XVIL ao 
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nombres entiers , d'un mi)me nombre de chiffres, se ressemblent 
dans plus de la moitié de leurs chiffres de gauche , leur demi- 
somme n'excédera pas d'une demi-unité la racine quarrée de leur 
produit. 

Soient , en effet , a et b ces deux nombres ; d'après l'hjpothèse ( 
te nombre des chiffres de leur différence a — b sera moindre que 
la moitié du nombre des chiffres de chacun d'eux , et , à plus 
forte raison , moindre que le nombre des chiffres de leur somme 
a-\-b et , à plus forte raison encore , moindre que la moitié du 
nombre des chiffres de cette somme augmentée de 2 V«6 ou (i/<T+ 
\/T)* i et , comme le nombre des chiffres de (a — b)' est , au plui , 
double du nombre des chiffres de a—b, on aura 

(a — £)'<(V«+v'0*> ou bî* n a ~~ ^<V / »+l/* » 

maïs a — b={tf Z-\-tfb)Wâ — y , 'ï) i donc 

l/«— v / *<t» ou bien (j/«— |/*")*< I 

c'est-à-dire , 

a-\-b—3.y/ab<,i , on bien —^/^j^i 

comme nous l'avions annoncé. 

Soient a et b les deux termes à partir desquels on peut con- 
tinuer la suite en prenant simplement chaque terme égal a la demi- 
somme des deux qui le précèdent immédiatement, et soient c, «/, 

e, ceux qui suivent ces deux-la. Si l'on suppose que a et b 

soient les deux bases d'un trapèze , c sera la parallèle équidistante 
de 4 et 3, â la parallèle équidistante de b et c , e la parallèle 
équidistante de c et d, et ainsi de suite. La limite vers -laquelle 
convergeront les termes de la suite ne sera donc autre chose que 
la limite vers laquelle convergeront ces parallèles successives. 

Concevons qu'on leur mène une perpendiculaire commune, con- 
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pée respectivement en A,B, C, D, E, .„.. par a, &,c t </,«,.». ; C 
sera le milieu de AB, D celui de BC, E celui de CD, et ainsi 
de suite; la parallèle limite sera doue celle qui passera par le point 
limite des points A , B, C, D,E, ..... 

Suit construit arbitrairement un triangle tel que le point A soit 
un de ses sommets et le point B le milieu du côté opposé; soient 
construits une suite d'autres triangles tels que les sommets de cha- 
cun soient les milieux des cales de celui qui le précède immé- 
diatement , à partir de celui qui aura été construit sur AB , il 
est aisé de voir que les milieux àes côtés de ces triangles paral- 
lèles au côté du premier dont B est le milieu ne seront autre chose 

que nos points C, D, E, Il n'est pas moins évident que le 

triangle limite, qui se réduira à un point, ne sera autre chose 
que le centre commun de gravité des aires de tous ce» triangles, 
lequel sera situé aux deux tiers de la longueur AB , à partir de 

A -, donc aussi le point limite des points A , B , G , 1) , E , , 

déterminés comme il a été dit ci-dessus , sera situé aux deux tiers 
de AB à partir de A ; et par conséquent la limite des parallèles c , d,. 
c, ... aux bases a e* b de notre trapèze , déterminées comme il a été 
dit ci-dessus , sera une parallèle a. ces bases deux fois plus distante de 
a que de b. 

Soit x la longueur de cette parallèle , et soit y la longueur de 
la parallèle également distante de x et .de a ; on aura 

%x=.b-\-y y ay=x-\-a , 

d'où , eu éliminant y , 

Ainsi a et b étant les deux premiers termes de la suite qui se 
ressemblent dans plus de moitié de leurs chiffres de gauche , la 
limite vers laquelle convergeront sans cesse les termes de cette suite 

. Telle sera donc aussi la longueur du rayon d'un 
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cercle ayant une circonférence égale à quatre , du moins dans la li- 
mite de l'approximation à laquelle ou se sera arrêtée. Le diamè- 
tre de ce cercle sera donc 

3 ' 

et on aura conséquemment 

■m = 4x — = — i 

Le calcul du nombre «r peut donc être ainsi renfermé dans le sim- 
ple énoncé que voici : 

THÉORÈME. Soient posés zéro et un pour les deux premiers 
termes d'une suite ; soit continué cette suite , en faisant alternati- 
vement chacun de ses termes égal à la demi-somme et à la racine 
quarrèe du produit des deux termes qui le précèdent immédiate- . 
ment , jusqu'à ce qu'on soit parvenu à deux termes consécutifs qui 
se ressemblent dans plus de la moitié de leurs chiffres de gau- 
che. Divisant alors six par le premier de ces termes augmenté du 
double de l 'autre , on obtiendra pour quotient le rapport de la cir- 
conférence d'un cerle à son diamètre. 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Essai de démonstration du Postulalum XI des 
Élémens d'Euclide ; 

Par M. L. C. Bouvier , ex-officier du Génie , ancien élève 
de l'Ecole polytechnique. 

JL HÉORÈME. Deux droites , suffisamment prolongées , M cou- 
pent nécessairement , lorsqu'elles font avec une troisième droite 
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'des angles internes d'un même côté dont la somme est moindre 
que deux angles droits. 

Démonstration. Soient les deux droites AC et BD , faisant avec 
FG deux angles internes d'un même côté CAB et DBA moindres 
ensemble que deux droits; il s'agit de prouver que ces droites AC 
•1 BD doivent se couper à une distance finie de FG, 




Soit menée BE, faisant avec FG l'angle EBG = CAB. Puis- 
que DBA+CAB est moindre que deux droits, DBA+EBG sera aussi 
moindre que deux droits, et conséquemment moindre que DBA 
•4-DBG; donc EBG sera moindre que DBG, c'est-à-dire, queBE, 
quelque loin qu'on la prolonge , sera entièrement comprise dans la 
région indéfinie DBG. 

Concevons présentement que l'on fasse mouvoir l'angle EBG, sar 
le plan de la figure , de telle sorte que son côté BG ne quitte pas 
la droite FG- et que son sommet B marche vers A. Lorsqu'enfin 
le point B aura atteint le point A , à cause de l'égalité des an- 
gles EBG et CAB , BE coïncidera avec AC. 

Si donc l'on nie que AC coupe BD , il faudra admettre que BE , 
qui était d'abord tonte entière dans la région indéfinie DBG, a 
passé , toute entière , dans la région indéfinie DBF. 
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F 




Un quelconque P des points de BE se trouve avant le mouve- 
ment dans la région DBG , et doit ensuite , dans l'hypothèse que 
l'on prétend admettre , se trouver dans la région DBF , lorsque 
BE coïncidera avec AC. Quelle que soit donc la route suivie par 
ce point P dans le mouvement , puisqu'il aura passé d'un côté à 
l'autre de BD , il aura dû , tout au moins pour une position in- 
termédiaire de BE , se trouver sur cette droite BD. Soit B'E' celte 
position, et soit V la position correspondante du point P. 

B'E' ne coïncide pas alors avec BE , puisque. le point B' n'ap- 
partient pas à cette droite ; donc B'E' n'a que te seul point P' de 
commun avec BD ; d'où il suit que ces deux droites se coupent 
en P' , et que conséquemment B'E' , considérée comme droite in- 
définie, se trouve partagée en P' en deux parties dont l'une est 
toute entière d'un côté de BD , considérée aussi comme droite 
indéfinie , tandis que l'autre est toute entière de l'autre côté de 
cette droite'. Donc, dans cette position 'intermédiaire, B'E' n'est 
pas encore située toute entière dans la région, FBD , qui est toute 
d'nn même côté de BD. 

En supposant que re mouvement continue; tant que B'E' n'aura 
qu'un seul point P' commun avec BE , on prouvera de même que 
cette droite n'est point toute entière dans la région FBD ; puis 
donc qu'on admet que cette droite finit par être située toute en-' 



yGooqle 



INTENSITÉ DE LA PESANTEUR, i55 
tière dans celte région , il faut qu'il y ait un moment où D'E' 
ait deux points communs arec BD ; mais alors elle devra coïnci- 
der avec cette droite , ce qui exigera que l'angle E'B'G soit égal 
à DBG , tandis que nons avons prouvé qu'il est plus petit ; ou , 
si l'on aime mieux , le point B' coïnciderait avec le point B , de 
telle sorte que l'angle EBG n'aurait pas encore changé de place et 
que BE n'aurait de commun avec BD que ce seul point B. Donc 
AG ne saurait être entièrement contenue dans la région DBF, et 
doit conséquemment couper BD en quelque point. 

MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

Note sur la mesure de T intensité de la 

pesanteur ; 

Par RL Ger«onwe. 

On s'occupe beaucoup aujourd'hui de la recherche de l'intensité 
de la pesanteur en différens points de la surface de la terre , au 
moyen des expériences du pendule , et l'on peut voir , dans le 
IH. m " volume du Traité élémentaire d'astronomie physique de 
M. Biot ( pag. i48 des additions ) , combien d'attentions et de 
réductions minutieuses ces expériences exigent Voici une manière 
de parvenir au but que nous n'avons tu indiquer nulle paît,' et 
qui serait peut-être d'un usage plus sûr et plus commode ; elle 
est du moins curieuse , sous le point de vue purement théorique. 

Soit un pendule de figure et de matière quelconque , traversé 
par trois axes de suspension, dont les tranchans, parallèles entre 
eux , soient situés dans un même plan , contenant le centre de 
gravité-xle toat d'appareil , de telle sorte qu'en Je suspendant par 
l'un quelconque de ces trois axes , les deux autres soient constam- 
ment avec lui dans «a troètne -f>laM vertical. 
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Soient M la masse du pendule M'k' , son moment d'inertie par 
rapport à un axe idéal , conduit par son centre de gravité , paral- 
lèlement à ses axes effectifs , r , r' , r" les distances de cet axe 
idéal aux trois autres; les longueurs des pendules simples isochro- 
nes arec celui-là , pour ses trois points de suspension , seront res- 
pectivement ( Traité de mécanique de M. Poisson , tom. II , pag. 1 1 6 )• 

lk»+r» ft»+r'» Ir'+r"« 



de sorte que, si t , /' , t" sont les durées respectives des oscil- 
lations du pendule , pour ses trois points de suspension , en re- 
présentant par g la gravité et par tir la demi-circonfe'reuce dont 
le rayon est l'unité , on aura ( Ibid. , pag. 117). 

,~yssL.,-y^. oa-ys^x 

c'est-à-dire, 

Si l'on pose 
d'oi 

en prenant les différences de ces équations deux a deux, il Tiendra' 
tf*'r'—t*r")=V<!(r<+r") , 
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en encore 



DE LA PESANTEUR. ,5, 

j(/"V'— /V)=<n-V(r"+/-) , 
«■(<■/•— C'r5=«V'(4^ , 

W—*i'<i"y=WJ r *îair)r< , 

d'où en multipliant membre à membre et supprimant le facteur 
rr*r" , commun aux deux termes de l'équation produit, 

ce qui donne, en développant, supprimant les termes communs 
«ut deux membres, divisant ensuite par «■ et ordonnant enfin 
par rapport à g y 

{/'■("•(«'+«'0+'""<'(« , +«)-K/"(«+n'))«" 

«a plus simplement , parce que fl-f-«'+ff"~o , 

Soient respectiTement », n», »« les nombres d'oscillations/, I', 
i" exécutées «ko* un même ialerralle de temps quelconque T , 
on aura,. 



«e qni donnera , en substituant et chassant ensuite les dénominateurs , 
Ton. xril. 
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Tt(n>a+n"o'-ïn" l a")g>+*>T>{n r 'n l "a(a>->' a")+n'»n>a'(a"— a) 

Cette équation donne deux valeurs pour g ; maïs , quand bien 
même elles seraient toutes deux positives , comme cette quantité 
est toujours à très-peu près connue , il n'en résulterait jamais d'é- 
quivoque. 

Au surplus , s'il n'était question que de connaître la très-petite 
quantité y à ajouter à une Taleur déjà très-approchée de g pour 
avoir la véritable, cette valeur de y pourrait se calculer , à très- 
peu près , par la formule du premier degré que l'on emploie dans 
la méthode de Newton pour l'approximation des racines des équa- 
tions numériques. 

Au point où les arts sont parvenus aujourd'hui , il ne sera pas 
difficile de rendre les ttanchans des trois axes parallèles et de les 
comprendre dans un même plan ; et il ne sera pas plus difficile 
d'en mesurer exactement les distances a , a' , a" , dont les deux 
plus petites devront être prises avec un même signe quelconque» 
et la plus grande avec un signe contraire, La seule difficulté sérieuse 
consistera à amener le pian de ces trois axes à contenir le. centre 
de gravité de l'appareil. On pourra , pour la surmonter , placer 
latéralement de part et d'autre de la .partie inférieure de cet appareil, 
deux poids additionnels qui , portés par des vis horizontales , pour- 
ront être avances et reculés de manière à amener le plan des trois 
tranchans à être rigoureusement vertical. 

Si , au lieu de trois axes , on en établissait un plus grand nombre j 
on obtiendrait^ pour déterminer g , autant d'équations différentes 
qu'il y aurait de manières de prendre ces axes trois à trois , ce 
qui offrirait des moyens de vérification et garantûait ainsi l'exact 
titudedes résultats. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution des deux premiers problèmes de géo- 
métrie proposés à la page 327 du précédent 
volume. 

Solution da premier problème ; 

Par M. Vallès , élève à l'Ecole polytechnique. 

PROBLÈME. Un fil parfaitement fiexible et inextensible est ap- 
pliqué sur la surface d'un cône droit , de manière à suivre exac- 
tement les circonvolutions d'une spirale conique qui s'y trouve tra- 
cée , et à se terminer au sommet du cône. On suppose que l'on 
développe ce Jil, en le tettant constamment tancent à la spirale , 
et on demande quelle courte décrira son extrémité dans T espace ? 

Solution. Le fil , en se développant , décrit dans l'espace une 
surface développable dont la spirale conique est i'arêft de rebrou- 
sement ; et la courbe demandée se trouve tracée sur cette surface , 
dont l'équation pettt conséquemneat être piise ponr fane des équa- 
tions de cette courbe. Cherchons oVabofd cette équation. 

Soït pris le sommet du cône pour origine des coordonnées rec- 
tangulaires et son axe pour axe des z positifs. Disposons de plus 
le plan des xz de telle sorte qu'il soit tangent à la spirale à son ori- 
gine. Comme il a été prouvé ( Annales, tom.XYI, pag. 167 ) que 
la projection de cette courbe sur le plan des xy est une spirale 
d'Archiraède , en appelant « l'angle géoéVateu» du cône et repré- 
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sentant par a une longueur donnée , si ( t , u , p ) est un quel- 
conque des points de la spirale conique , on aura 

r , +B'=*>Tang. , « (i) 

«Arc ( Tang. - J= /ï*+«>=pTang.Gi 



on bien 



- =Tang.— 2- (2) 



équations d'où on tirera 

/=,Tang.«Co S .(2^), , l =,T mg .«Suu ( 2») , (3) 
et ensuite, par différentiation 

Hais sï ( * * y , s ) est nn quelconque des points de la tangente 
a la spirale conique au point ( / , u , v ) , on devra aroir , connut 
l'on sait , 



du **— t * de *—? * 

ou bien , en mettant poux * et » leurs râleurs (3) 



01 
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d( x— <Tang.«Co». ( £^1L^ 



(9 



égalant donc respectivement ces râleurs aux valeurs (4) il Tiendra, 
eu réduisant, 

|«* (JS=K )-<~).^ Si».( ^e.)|Taa gTO , J 

l'élimination de c entre ces deux équations conduira & l'équation 
en x , y , z de la surface cherchée. 

Pour l'obtenir facilement , prenons la somme des quarrés de ces 
deux équations ; nous aurons ainsi 

•u bien 

p»(x— p)*Tang.»a=a a (Jr»^ : y , — z'Tang.'») j 
J.'où, en extrayant la racine quarrée 

»•(*— *-)Tang.»ase— 0t/«H7^**fipfrM : ( 8 ) 

Kous donnons le signe — • an second membre attendu que , lors- 
que z = o , le premier devient essentiellement négatif. 
Cette équation (8) , résolue par rapport à y donne 



yGooqlc 



i6a QUESTIONS 



On lèvera l'ambiguïté du signe du radical , en observant qne la 
spirale conique étant sur la surface cherchée , il faut qu'en sup- 
posant s—tj y=& » *=" » ce q^i donne x l ~^-y* — z'Tang.'o^o , 
les deux membres deviennent identiquement les mêmes , ce qui 
exige qu'où adopte le signe supérieur. Ou a donc simplement 



.■Tans-- _ -zTang,«4V«>T*r. B .'.H-,»V. +ï .- z . j Bli> .., 



On pourrait substituer immédiatement cette valeur dans l'une on 
l'autre des équations (7) ; mais en prenant la somme de leurs pro- 
duits respectifs par Cos. ( M8 - * \ et Sin. ( » ■ ai>8 ' - J , ou par- 
vient à L'équation plus simple 

dans laquelle mettant pour ■ — sa valeur (9) on a, -pour l'é- 
quation de la surface déVeloppable dont la spirale conique est l'a- 
rête <le rebroussement. 



* Coa | * Tt ^-«-rV«*T"«-''+W *»4^-«*T»»g- ' 
«Taug.- "| aa 



\ -zTang.+a/,. T ai> g .».+^V^ 



)=!.(!,) 



. *Ttng.« r aa ) 
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Si l'on veut savoir suivant quelle courbe cette surface est coupée 
par le plan des xy , il suffira de faire dans son équation z = o ; 
elle deviendra ainsi ' 



*Cos. V*' +rt +ySia. £î£2Z=o , 



ce qui donne 



7^T Mg .^21-ou^ J .A K .(T.ng.=_ t) 



VÏH7.=+<.JArc.[Tai. g .==ï)> 1 ; (i 3 ) 

•mai cette courbe est une spirale dans laquelle les rayons vecteurs 
sont proportionnels aux quarrés des angles que forme leur direc- 
tion avec l'axe des s. 

Pour achever de résoudre le problème il nous faut une nou- 
velle équation de 4a coorbe demandée ; mais , comme cette courbe 
est décrite par l'extrémité du fil, il nous faudra avoir égard a sa 
longueur, prise de cette extrémité jusqu'à son point de contact avec 
le cône. Or , cette longueur est égale à celle de la portion de spi- 
rale comprise depuis 4e même point jusqu'au soumet; il nous faut 
donc préalablement obtenir cette dernière longueur. 

En prenant 1» somme des quarrés -des équations (4) on trouve 

d'où 
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ï=r>+(Tj+(ïhy^' 


,.T«, 8 ... 

• 


En posant , pour abréger , 






a — iSio.aTang.a: , 




cette expressioi 


i deTiendra 








('î> 


ce qui donne , 


en intégrant , 





Nous n'ajoutons point de constante , parce que cette intégrale est 
nulle en même temps que c , ainsi que cela duit Être. 
Cela posé, ou doit avoir 



c'est-à-dire, en rerta des formules (5) 



en enfin , par la formule (i3) 

r— p tes ' t*' i 

donc (i4) 
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L K' + f>fK I+ ^ +L ^(i + K'+r). 



équation dans laquelle il n'est plus question que de substituer pour 
r sa valeur (ç>) 

xTang.«4-v' a r.TaDg.'»+4<iV I Tjr^ r .Teng.»- 



aTaog.a 

pour obtenir la deuxième équation de la courbe cherchée. 

Concevons que , sur la surface du cône on trace une infinité' 
de spirales coniques, en faisant varier la valeur de la constante 
a ; chacune d'elles , par son développement , donnera naissance à 
une courbe à double courbure , de la nature de celle qui est de- 
mandée. L'ensemble de ces courbes formera une certaine surface 
dont on obtiendra l'équation en éliminant a ou b des deux équa- 
tions de la courbe demandée , après avoir amené ces deux équa- 
lions , au moyeu de la relation. 

tf=£Sin.aTang.a ; 

à ne plus contenir que l'une ou l'autre de ces deux constantes. 



Tom. XVII. 
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Solution du deuxième Problème* 
Par un Abonné. 



JcROBLÈME. Suivant quelle courbe un Jil parfaitement flexible 
et inextensible doit-il être roulé sur la surface d'un cône droit, 
pour qu'en développant ce fil , supposé se terminer au sommet du 
cône, de manière à le maintenir constamment tangent à la courbe , 
son extrémité ne sorte pas du plan conduit par ce sommet , per- 
pendiculairement à taxe du cône ? Et quelle courbe décrira alors 
cette extrémité sur ce plan ? 

Solution, Soit an fil d'une longueur déterminée, quelconque , 
filé, par l'une de ses . extrémités , à l'un quelconque des points de 
la surface d'une cône. On pourra toujours l'amener k être situé dont 
le plan tangent au point d'attacher, et le faire tourner ensuite dans 
ce plan, autour de ce point, jusqu'à ce que son autre extrémité! 
fie trouve sur le plan perpendiculaire A l'axe conduit par le som- 
met. Rien n'empêchera alors d'enrouler ce fil sur le cane , de ma- 
nière qne cette extrémité ne sorte pas de ce plan, 'et dès Uh*< il 
s'appliquera sur ce cône suivant la courbe demandée. 

Ces considérations , qui offriraient au besoin un moyen mécani- 
que de tracer les deux courbes cherchées, prouvent que non seu- 
lement le problème est toujours possible , mais que de plus on peut 
toujours assujettir la courbe tracée sur le cône à passer par un 
point donné de sa surface et à avoir en outre , de ce point au 
sommet , une longueur donnée ; de sorte que son équation doit con- 
tenir deux constantes arbitraires. 
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Lorsque le Cl se développe , on peut, durant un instant infini- 
ment petit, supposer qu'il tourne autour de son point de contact 
avec le cane , suppose fixe ; et , puisque son extrémité ne quitte 
pas , dans ce mouvement , le plan perpendiculaire à l'axe conduit 
par le sommet , il est dans le même cas que s'il était mu sur la 
surface d'un autre cône droit ayant sa base sur ce plan et son 
sommet au point de contact. Son extrémité décrit donc un petit 
arc de cercle ayant son centre k la projection du point de contact 
sur le plan dont il s'agit. 

Ainsi , dans chaque situation du fil mobile , -la projection de son 
point de contact avec le cône , sur le plan perpendiculaire à son 
axe conduit par. son sommet est le centre de courbure de l'arc de 
courbe que décrit son extrémité ; de sorte que la projection de la 
courbe tracée sur le cône est la développée de la courbe tracée 
sur le plan de projection. 

Cela posé , soit pris le sommet du cône pour origine ides- coor- 
données rectangulaires et son axe pour axe des z positifs. En re- 
présentant par « son angle générateur , si £ t>, w * v ) oit le point 
de contact du fil avec sa surface, on aur» 

r'-|-» i =(^rftng."ûi . (1) 

Si de plus on suppose que ( x, y ) est l'extrémité du fil ou. 
le point décrivant , sur le plan des sy ; ce point devant satisfaire 
aux équations de la tangente , on. aura 

Ai __ t— •* au w— -y 

Eu représentant par s la longueur du fit , depuis le point ( t , 
u y p-) jusqu'au point { * , y ) , on doit avoir 
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ou , en vertu des formules (a) , 



d'où » 

dr=/3n+3^+i7— — dc.^oi'+o^+dir' ; (5J 
mais on doit tiroir d'ailleurs 

d/Bt/S^Ev^S* ; (6) 

dot» 

d.t/S^3»Î43^ao ; d'où y&&*ït&m~Ait ,- 

f étant la variable indépendante. Cela donne en quarrant et trans- 
formant la constante 

ÙV+do-^flaV , ( 7 J 

mais , en Tenu de l'équation (i) 



•l4» 6 .. ' W 



d'où 



donc , en substituant dans (7) et transformant encore h constant» 
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(P+if)(&?+Au*)=C(iÙ+uàuy ; (io) 

telle est donc l'équation de la projection sur le plan des xy de 
la courbe tracée sur le cane. 
Cette projection étant une spirale , nous poserons 

*=rCo5.d , B=rSin ( , (n) 

d'où 

d/«drCc*0— rdÔSin.0 ; d*=drSin.9-f-rd0Cos. fl ; 
il en résultera 

dZ+dB^d^+r-dÔ* i 

tàt^-udusirir ; 

substituant dans (10) divisant par r* , tranformant de nouveau la 
constante et extrayant la racine quarrée , U viendra 

£dfe= ~ i d'où 2»=Log. j ; (ta) 

a étant une nouvelle constante. Ainsi la projection sur le plan des 
xy de la courbe tracée sur le coue est une spirale logarithmi- 
que. 
Les formules (2) et (7) donnent en dîfférentiant 

Ah à* i*m _ Ar 
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it iH , au A>u_ _ 
de if* de de» 



En éliminant — et — entre ces trois équations et mettant poux 

de" de 1 

_ et — dans l'équation résultante leurs valeurs données par 
de dv 
les formules (a) , on dura 

(/-Mr)ir+(«-r)a r =o . (i3) 

Si l'on met les mêmes valeurs dans L'équation différentielle de (i) 
qui est 

elle deviendra 

*(<W)-*-tf(»— yJasf'Tang.'o» ? 
ou simplement, en ayant égard à l'équation (i) 

tx+uy=a . <i4) 

Les mêmes valeurs mises dans l'équation (7) donneront 

ou, en développant et ayant égard aux équations (1) et (il) 
x*+y' = (B— Tang.*a>" =3 £V ; ( 1 5) 
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les équations (i3) et (i4) donnent d'ailleurs 

(yix-~ xiy)l^+y(xàs-{-ydy) , 

(y<Lr— ■ «dy)u=— x{xàx+y(ly) ; 

d'où f en prenant la somme des quarrés et ayant égard & l'équa- 
tion (i) * 

(y&x— sAyyf> % TaLag, 1 <x=(jf-\-y , )(xàx+yày) % , 

on en mettant pour x*-\~y* sa râleur (r5), divisant par v et ex- 
trayant la racine quarrée des deux membres 

(j&r— xày)TangM^E(xix-\-ydy) ; 

équation d'une spirale logarithmique , comme on pouvait bien t'y at- 
tendre ; et dont la développée sera l'autre spirale logarithmique pro- 
jection de la courbe tracée sur la surface du cône. 

Voilà donc un mojen mécanique ïori simple pour tracer une 
spirale logarithmique d'un mouvement continu, et qui présente ea 
menue temps une définition purement géométrique de cette, courbe* 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

"Problème ^analyse, 

JLjES deux premiers termes d'une série sont arbitraires. Chacun des 
autres est alternativement la demi-somme et la racine quarrée du 
produit des deux qui le précèdent immédiatement. Quel est son 
terme général? 

Problèmes de géométrie. 

I, Un angle donné et invariable se ment sur le plan d'une ligne 
du second ordre , de manière que ses deux côtés soient cons- 
tamment' normaux à la courbe; quelle ligne décrit son sommet? 

IL Un angle trièdre donné et invariable se meut dans l'espace 
de manière que ses trois arêtes soient constamment normales à une 
même surface fixe du second ordre ; quelle surface décrit son 
tî 
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Mémoire sur les lignes du second ordre ; 
Far M. Cb. Sturm. 

( Deuxième partie (*) ) 

§. ^ï. 

.Nous avons développé , dans ce qui précède , la théorie purement 
analytique des pôles et polaires , et nous avons fait voir qu'on 
pouvait en déduire , arec facilité' , les propriétés généralement con- 
nues des lignes du second ordre qui nous ont été transmises par 
les anciens géomètres. Nous allons présentement reprendre les con- 
sidérations du §. I , concernant le système de trois lignes du se- 
cond ordre qui , tracées sur un même plan , ont les mêmes points 
d'intersection ; et , après avoir étudié les propriétés d'un tel sys- 
tème , nous montrerons que , dans leur généralité , elles renferment 
la presque totalité de celles qui compilent aujourd'hui la géomé- 
trie de ces -sortes dé courbes. 

Soient sur un plan , trois lignes du second ordre* rapportées aux 
mêmes axés et ayant les mêmes intersections. Nous avons vu qu'eu 
supposant ces courbes «primées par les équations 



fî Voy. la pag. 3 65 (ta préddeat volume. 

1 ■ .■ 1 ■•■■•.* »i a ■• ■ 

Ton WU, ».* fi, t." décembre 1S26. »3 
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Jx'+By'+'Cxy+'Dx+'Ey+F^o , (c) . 

-rfV+Jr^f Crxx+'WxWy+Fvo , (c") 

on devrait avoir les six relations 

mji+J'=Jt , mB+Wz^B" , mC+C'=C» , ) 

00 
mD+W^zD" t mE+E'=E» , rhF+F'=zF" ; ) 

dans lesquelles le nombre m peut être quelconque. 

Cela posé , par un point O , pris à volonté sur le plan des trois 
courbes , et dont nous supposons les coordonnées X et Y , soit 
menée une droite parallèle à l'axe des *, c'est-à-dire, parallèle 4 
une droite fixe arbitraire , puisque les axes des coordonnées sonjt 
quelconques. Ensuite , sans changer la direction des axes , trans- 
portons-en l'origine en O ; il nous suffira pour cela de changer res- 
pectivement x et y en ^-f-X et j-f-Y , dans les équations (c) , 
(c') , (c") y qui deviendront ainsi . 

Xs*+By*+*Cty+ï{AX>?CY+D)s+*lBY+CX+E)r+{4X*+BY*+iCXY+2DX+aEY+F)=», 

jtx^B' r *j.iO*r^i(A'X^OY+iy)M+»lB'Y^C'X^B'yy^lA'X^B'Y^iC'XY^^yX^t£Y^)=o t 

A«*^B>>ï^iC»xyWA''XtQ>YW')xWB''Y\C"X+^ï+(A''XW 

Si l'on fait, dans la première y— o , on en tirera les valenrs.des 
distances du point O.. aux deux intersections de la courbe. (f) av^p 
la transversale menée par ce point O. Ces distances pourront être 
réelles ou imaginaires , suivant que la transversale coupera où ne 
Yonpera -pas la courbe {c) ; mais , dans tons les cas:; leur prorhiir» 
aussi bien que leur somme algébrique,, aurpnt, toujours; des ra^irs 
réelles. En «flet, en désignant ce produit par P et cette somme 
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par S , on a , par la propriété des équations du second degré , 

AX*+BY*+*CXY+*DX+*EY+F 



On obtiendrait des valeurs de même forme pour les produits P* , 
P", et pour les sommes S', S", des distances du point 0, aux 
points d'intersection réels ou imaginaires , de la transversale avec 
tes courbes (<^), («")» de 80rte < i aoa * 

AP=AX*+BY*+iCXY+2DX+2EY+F i A&=—*(AX+CX+D) , 

#P*=J'X*+B'Y'+iC'XY+*D'X+i&Y+F' , A>$>=—XA'X+QY+D>) , 
A»P'>=À»X*+B'Y»+*t"XY+*T)»X+%K»Y+t» , A«S»=-WXiC"YiV»> .' 

Bclf,-en à^an* .égard aux relations {a}', oh déduit » sur-le-champ, 
ces deux équations * 

" mÀP-$-Â>Pf=A"P ff ; mÀS+A'$'=À»S» ; ' 

fui donnent , par la substitution de Â"~fA' à la placé de jm^sT . 

#u bien , 

^/(pz—Pj^ A»(P"—P) , A'(S'~S) s *jt''( l S''-!-S) i 
d'où résulte enfin 

f— P ^» '. 3'— g ^ . « • 

.**— F S ^' V ,- W-nS — -ff * ... ( .... 

Doric, quelle qoe'sôit la 1 transversale,- et quel que soit h point 
O de sa direction , les différences de l'un quelconque des produits 
désignées par P , P' , P" au* deux autres, ainsi que ïeV différent 
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ces de chacune des sommes désignées par S , S' , S" aux deux 
autres , sont dans un rapport donné et invariable ", tant que cette 
transversale se meut parallèlement & elle-même. 

Les moitiés des sommes S, S', S" expriment, comme l'on sait, 
les distances du point O aux milieux des cordes interceptées sur 
la transversale par les trois courbes ; de sorte que les moitiés des 
différences S'— S , 5"— 3 , expriment les distances de l'uu de ce» 
milieux aux denx autres. En vertu donc de la relation ci-dessus, 
ces distances sont toujours' entre elles dans le même rapport , tant 
que la transversale se meut parallèlement à elle-même, et consé- 
quemment elles doivent s'évanouir en même temps. La relation en- 
tre S , S' , S" nous donne donc ce théorème : Lorsque trois lignes 
du second ordre , tracées. sur un mime plan , ont les mimes points 
£ intersections , leurs diamètres dont les conjugués sont parallèles 
à un$ mime droite fixa , vont tout froir concourir en un mém$ 
point (*)• 



C*) Il n'ut pu difficile de prouver que cette propriété renferme implicfe 

tentent les précédente» , bien qu'elle paraisse d'abord moins- générale. 

Soient, en effet, (A,R),(C,D),(E,F)le» point» 06 la tram- 
verwrle indéfinie coupe les trois courbes ( t ) , ( d ) , { c" ) ; et soient re s pec- 
tiTement B, I, K, les milieu des cordes interceptées AB, CD , EF. En 
■opposant que les quatre points C , D , E , F soient iur le prolongement 
de AB, U double relation 

ACAD A» EC.BD 

AE.AF ~"Âf~ BEJtF 



ACAD _ A* _ (AC— AB)(\P— AB) _ AC.AP-AB(AC+AP— AB) 
AB.AF ~~ A' ~* CAE— AB)(AF— AB) ~~ AEJtF~AB(À£.fr.AÏWAB) ,* 

d'où l'on déduira 
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Voyons maintenant ce qui résulte , en particulier , de la relation 

établie entre les produits P , P' , P". Si l'on prend pour te point 

O l'uu quelconque des points où la transversale coupe la courbe 

_ ■ ... P'— P A" , J* A» 

(c) , on a P=o , et la relation ■ ■= -— , devenant — sa ■— , 

te traduit alors dans l'énoncé suivant : 



A» AC+AD— AS 
Â7 ■" AE+AP— AB » 

poil , ta observant que AB=iAH , AC-f AD=aAI f AE+AFsaAK. , 

A* 2AI— aAH _ AI— AH Ht- 

AÏ m »AlU-aAH "~ AK.-AH ~~ HK » - 

S'-~ S A" 
•'est U relation contenue doit l'équation — — g = — » 

Soit pris ensuite an point quelconque O sur U direction de h transrer- 
sale. En anpposant qae toni les point* A , B,C, D, E, V se trouvent ii* 
lue» d'un même coté de ce point O , on aura 

OC.OD—0A.0B _ (OA+AC)(OA+AD)— OA(OA+AB) 
- • OE.OF- OA.OB ~ (OA+AE)(OA+AF)-Oà(OA+àB) 

OA(AC+AD— AB>-fAC.AD 



OA(AE+àP~ ABj+AK-AF 



La propriété qu'exprime la double équation 



«t que nous avoni trtut-4-l'Jieuro énoncée , doit donc être considérée comme 
la Mule propriété fonda ma o Ule du système de trois lignes du aecond ordre 
ayant les m&nm pointa d'intersection. 
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Lorsque trois lignes du second ordre » tracées sur un mime plan f 
ont les mêmes intersections , soit réelles soit imaginaires , toute 
droite menée ■ sur leur plan , parallélemerit è une droite donnée de 
position , les coupe de telle sorte que le produit des segmens com- 
pris entre F un des points de section de Tune des courbes , proposée , 
et les deux points de section de tune des deux autres est égal 
au produit des segmens compris entre le mime point et les deux" 
points de section de la cewJu restante. 



De là- nous passons aliènent À-la propriété siriveifle.: Elortt «Vn#A>, sOk 
m plan , trois lignes du second ordre , ayant les mêmes points d'intersection , 
si par an point A pris à volonté sur Fuit* à*eTîts (c), oit ment des parallè- 
les à dêuti droites données de position , l'un* coupant la oovrbt (c') en de»» 
points c , il , tt Vautré coupant la courte (c") in deux points e , f ; les deux 
produits de segmens. Ac.Ad , Ae Af seront tUujovfe entre eum dans un rapport 
tonstant. Eu effet , pir le point A , pris à volonté sur la courbe (c) , soit 
menée une parallèle À une autre droite fixe quelconque , et' soient respec- 
tivement C et D 1 , B et F le* peints ofr cette parallèle coopo (c')'et (c"?. 

En vertu d'un principe connu, le rapport - ' — - est donné et invariable, 

•v i' --. AÊ.A* • ■ ■ " 

nui bien * que le rapport — i ; ma» on - » preuré ci-dcau's a)ne le rap- 
port YJTTS ***' aaM * êtfe &a° n é ** con»Unt / donc il doit également en 

Ae.y: 

A* -A/ ' 

Au reste U weme proposition > peut directement se déduire de noire an*- 
jyw. En effet , soient rapportée*' lès trois courtes a' deux axes de tOor- 
données , parallèles ans deux droite* données de : position. Ces courbe* éUnt 
alors représentées par les équations (O , (*Ot ( ** ) > acconipaeeées de* 
relation» (a ) ; si l'on transporte" l'or i gine en' un point quelconque ( X, Y) 
de la courbe (c), les 'deux nouveaux axes étant 'menés par ee point la, 
parallèlement aux premiers, on trouvera que le produit des abscisses com- 
prise* entre cette» nouvelle origine 'et les pointa d'intêmettttn -de la' éoiirB* 
- (c* ) a*ree- le nouvel *xe r dés -af , est au pr-oduit des ordonnée* cdtnprfscs erti 
tre la même origine et lea pointa d'intersection d* I* oonrbè (é*> àvee"u* 



être de même du rapport - 
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Soient donc respectivement (A t S) , (C, D), (E t F) les 
points ou les courbes proposées (<?)» ( c 1 ) , ( c" ) sont coupées 
par la transversale dont il s'agit , cette transversale étant toujours 
menée parallèlement à une droite fixe quelconque, les deux rap- 
ports 

AC.AD BC.BD 

AE.AF * BE.BF 



même des rapports 



CA.CB 
LS.CF 



comme aussi des deux suivaus 



TA.VB 

FC.¥D 



de là résulte ce nouveau théorème ,, qui n'est qu'une conséquence 
iutméVliate du précédent. 



nouvel aie des y <, en raison iarersç des coefficïens A' et B" de ** et f 
dans les équation» (c')', (c"), ce rapport étant toujours le même, quel' 
que toit , sur la courbe ( c ) 1» point (.X , Y ) pw- lequel on mené- les pa* 
raUèk» aux dautaw» primitifs;, la. proposition do,ut il s'agit se. trouve *i»si 
«^mpntrèfl.. 

Voici une autre, proposition , déjà connue , qui découle , comme. corollaire-, 
de, ce qui précède : lin quadrilatire étant inscrit à une ligne du second or- 
dre , si , d*un point oueUonaue de la courbe , on abaissé sur les directions des 
cités de ce quadrilatère de» perpendiculaites y ou de* ïbliqvts /aisamt- avec eu» 
des mnglet égaux à un angle donné.;. U. rectangle, du, perpendiculaires ou da 
akliafiat.aofmin W-4*** 1 -.»^- W»** sera, dans un rapport constant avec 
U rutapgje. dtts.ptrpffadi/tuiajxtt 9», Jet çMîauff abaissées tur las deux autres. 
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Soient trois lignes du second ordre , tracées sur tin même plan 
et ayant /es mêmes points' d'intersection. Sijon mène à volonté , 
sur leur plan , une droite coupant chacune délies en deux points , 
il y aura sur cette droite arbitraire six points de section tels que 
les deux produits de segmens compris entre un point de section 
appartenant à tune quelconque des trois courbes et les points de 
section de chacune des deux autres , seront entre eux dons le même 
rapport que les deux produits de segmens compris entre le second 
point de section de la première courbe et les mêmes points de sec- 
tion des deux autres. 

Ainsi , l'on a ces trois équations . 



En les combinant par voie de multiplication , on en déduit, sur-le- 
champ, les quatre antres que Toici : ' 

ACBE.DF=AF.BD.CE , AD.BE.CF=AF.BC.J)E , 

(0 
ACJBF.DEsAE.BD.CF , AT>.BF.CE=AE.BCJ)F . 

fors donc qu'une droite arbitraire coupe trois lignes du second 
Ordre qui ont les mêmes points d'intersection , les divers segmens 
formés sur cette droite par les trois courbes , sont liés entre eux 
par le système de sept équations. Il est clair, au surplus, qu'un* 
seule de ces équations doit comporter les six autres , puisqu'elles 
dérirent toutes d'une seule et même propriété, et que d'ailleurs 
une seule suffit évidemment pour déterminer l'un quelconque des 
six points A , B , C , D , E, F ; les cinq autres étant placés arbitrai? 
reruent sur la transversale indéfinie. 

11 pourra souvent arriver que la transversale arbitraire ne ren- 
contre pas a la ibis le» trois courbes proposées. Supposons , par 
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exemple, qu'elle ne coupe pus la troisième (c lf ) ; alors , parmi les 
six points de section A,B, C, D, E,F, que cette droite doit , 
en général , déterminer sur les courbes proposées , les deux E , F 
seront devenus imaginaires , et toutefois les produits AE.AF , BE. 
BF' conserveront toujours des valeurs réelles , puisque" chacun d'eux 
n'est autre chose que le produit des racines d'une certaine équa- 
tion du second degré dont les coefHciens sont toujours réels. Nous 
conclurons de cette remarque , qui se lie d'ailleurs avec celle que 
nous avons- faite dans la note du §.- II , que le système des formu- 
les (f) a toujours une signification réelle et indépendante de la réa- 
lité des points de section de la transversale , pourvu néanmoins que 
ces points ne soient pas tous à la .fois imaginaires ; car alors on 
P'— P A" 

serait obligé de* remonter à la relation as — , pour leur trou- 

ver un sens intelligible. 

Desargues, géomètre contemporain de Descartes , le premier qui 
lit considéré les diverses sections coniques comme des variétés d'une 
courbe unique , parait être aussi le premier qui ait examiné les 
propriétés qui appartiennent & six points rangés sur une même droite 
et liés entre eux par les relations (f). Cette liaison remarquable 
était nommée par lui invqlution de six points. Son ouvrage sur les- 
sections coniques, qui ne nous est connu que par quelques- cita- 
tions des contemporains , renfermait , entre antres , le développe- 
ment de la proposition suivante et de ses corollaires: Va quadri- 
latère étant inscrit à une section conique quelconque , toute droite 
tracée sur son plan détermine , par ses intersections avec la courbe 
et les c&tés du quadrilatère , six points qui' sont eh insolation t 
c'est-à-dire , qui satisfont au système des relations (f). Ce principe, 
sur lequel nous reviendrons bientôt, et qui se déduit, comme co- 
rollaire , de notre second théorème , a fourni à M. Rrianchan le su- 
jet de son intéressant Mémoire sur les lignes du second ordre. H 
à encore été rappelé dans la' a."" section du Traité des proprié- 
tés projecïiv es des figurés'* mais jusqu'ici on n'avait pas encore coo- 
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sidéré l'ensemble des relations (f) comme l'expression de la pro- 
priété essentielle et caractéristique du système de trois sections co- 
niques qui ont mêmes points d'intersection. Le principe de Désar- 
gues , ainsi généralisé , devient beaucoup plus fécond et plus 
digue d'intérêt. Le présent mémoire est [particulièrement consacré 
au développement des nombreuses conséquences qui découlent de 
celte source (*). 



(*) A cause de l'importance de cette propriété, on sera sans doute bien 
aise d'en trouver ici une démonstration analytique directe et simple , et 
telle noua parait être la suivante : 

Les équations des trois courbes » rapportées à deux axes quelconques , 
étant toujours supposées 

jtx'+Bjr*+*Cxr+*Da+aXr+F=* , 1 

A'x>+R'j>+iC>xy\-*T}'x+iE>y+F<=z.Q , i (i) 

A»**+B»j*+*Û'jy+aD"x+*E>'yïF"=o ; ) 

on' a tu dam une note du J, I, que , pour que ces trois courbes ae coupas- 
sent aux quatre mêmes pointa , il fallait que , x , V , V étant trois mul- 
tiplicateurs , on eût les six relations suivante* 



*B+\'B>+*.''B"=o , xB+A'B'4.VJ£"=5o , 
*C+VC'+wC»=s» , xF+VJP+vf»'=o . 



<*) 



Cela posé , puisque les courbes sont situées d'une manière quelconque par 
rapport aux axes, l'axe des* peut, a l'inverse, être considéré comme une 
transversale quelconque, tracée sur le plan de ces trois courbes. Soient res- 
pectivement p at <j , p' et c/' , p" et ," les abscisses des point» d'intersec- 
tion de cette transversale avec les trois courbes, c'est-à-dire, les valeurs 
de s que donnent leurs équations , lorsqu'on y fait f=o; nous aurons, par, 
la nature des racines des équations du second degré , . 
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11 est bon d'observer, dès h pre'sent , qu'il peut arriver que l'un 
des six points de section vienne à coïncider avec son conjugué , 
ce qui arrivera si la transversale est tangente à une des trois cour- 
bes. Il est aisé de voira quoi se réduiront, dans ce cas, les rela- 
tions ( f ) » Çui constitueront alors une involution de cinq points , 
suivant L'expression de Desargues. Si en outre la même chose ar- 
rive pour deux autres points également conjugués, on retombera 



- */<^4 î ')+ a r> = o . AW— P=x> , [ (3) 

^''(o"+c")aD*=o t -*W~~ *"~° » ] 

prenant la somme des produits respectifs des équaiious de chacune de ce» 
«eus colonnes par A , V , W , et ayant égard aux relations (a) , il Tiendra 

XpqA+Vp'q'A''\-Wp"tf , A"e=9 , 
joignant ft ces équations l'équation 

XA+t/A'+WA'tes» , 

at éliminant entre elles — - et -— - comme deux inceonnea, on obtien- 
dra cette équation 

Or , si dans f équation * 

<p-pOr/>-,0 __ (f^ff-to , 5 . 

(P~P")lp—9") Ù»-P">(9— ,"J * ' 

en chasse le» dénominateur»; en transposant , réduisant et divisant par p— j 
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sur la relation entre quatre points, que nous avons déjà fait con- 
naître sous le nom de division harmonique. 

Nous devons encore placer ici une conséquence immédiate de 
noire' théorie qui nous sera utile dans la suite. Ou sait que trois 
cercles traces sur un même plan et ayant une corde commune , 
réelle ou idéale , peuvent être envisagés comme trois lignes du se- 
cond ordre qui ont les mêmes points d'intersection, dont deux si* 
tu*s à l'infini. -Ou peut. doue leur appliquer les résultats précédera»; 
et , en les combinant avec la propriété connue des sécantes menées 
d'un mêinc point â un même cercle , ou aura le théorème suivant 
qui est d'ailleurs facile 1 démontrer par Lus étéwms : Si trois cir- 
conférences tracées sur un mime plan , ont une corde commune , 
réelle ou idéale , et que t d'un point quelconque de Tune d'elles f 
on mène i volonté deux droites qui coupent respectivement les deux 



on obtiendra l'équation ({) ; dune , quand p*-~ ç n'est pas «ni , l'équation {{) 
revient ii l'équation (5) j or , cette dernière exprime que le» eii pointa d'in- 
tersection sont en inoolutiont donc l'antre l'exprime également. 

On utt que lei conjugués de» diamètre» qui, dan» le» trott courbe», Mal 
parallèle» a l'aie de» x ont pour équations respective* 

Ax+Cy+D=o , 

A'x+C'y+D'=o , 

Or, trois des équations (i) prouvent que ces trois droites concourent es 
nn même point {puis d'inc que l'axe dus * rst une droite arbitraire mr le 
plan des trois courbe», il en f»ut conclure que , lorsque trois coniques tant 
Us mtmes intersections , si on tiur mène , sous une direction arbitraire t trois 
diamètres parallèles , Us conjugués de ces diamètres concourent nécessairement 
en un même point. C'est ce que M. Sturm avait déjà établi plu* haut, d'un* 
manière, un peu différente, 

J. D. G. 



.Google 



DU SECOND ORDRE. i85 

oulret , les deux produits de segment compris sur Tune et sur feu- 
tre de ces sécantes , entre le point commun d'où elles partent et les 
circonférences qu'elles coupent , sont toujours entre- eux dans un 
rapport constant. En outre, si ton mène une transversale orhi- 
traire , les six points de section , soit réels soit imaginaires , au elle 
déterminera sur les trois circonférences , seront en iiu-oluiion. 

I vit 

Etant donné sur un plan un' quadrilatère simple quelconque, 
on peut envisager ses deux couples de côtés opposés et ses deux 
diagonales comme trois lignes du second ordre ayant quatre points 
communs ; conséquemment , si l'on mène sur son plan une droite 
arbitraire, coupant ces mêmes côtés et diagonales en des points A, 
B , C , D , F. , F ; ces six points de section seront entre eux en in- 
roluliou. Celte propriété , qu'il serait d'ailleurs facile de démontrer 
directement , est une extension de celle qui concerne la division 
harmonique des diagonales du quadrilatère complet ; puisqu'il suf- 
fit , pour obtenir cette dernière , de supposer , dans les relatious 
ci-dessus , que la transversale arbitraire passe par les points de con- 
cours des côtés opposés de notre quadrilatère simple. 11 suit de là 
qne , si l'on déforme ce quadrilatère , de manière que cinq dei 
points de section dont il s'agit demeurent fixes , sur la même droite, 
le sixième ne variera pas. Ainsi , tout quadrilatère simple dont les 
cotés et l'une .des diagonales passeront respectivement , et dans an 
ordre assigné , par cinq points A , B , C, D, E , pris à volonté 
sur une même droite , aura son autre diagonale toujours dirigée 
vers un autre point fixe F de la même droite , et liée aux pre- 
miers par l'ensemble des relations ( f ). Donc , cinq points étant' 
donnés , sur une même droite , il sera toujours facile f avec la régie 
pour tout instrument , d'en trouver un sixième qui soit en involu— 
tion avec eux; et l'on voit en outre qu* -ce sixième point sera 
unique- 
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Ceci fournit une nouvelle solution du problème connu: Par un 
point donné, mener avec la règle une droite qui passe par le point, 
de concours , supposé inaccessible de deux droites données déposi- 
tion ? Et conséquemment de celui-ci : Deux parallèles étant tracées, 
sur un plan , mener par un point donné sur ce plan , et en n'em- 
ployant que la règle, une parallèle, à ces droites ? Ce problème, 
dont Lambert a déduit la solution des principes de la perspec- 
tive, a été rappelé à la page iob*. du Traité des propriétés pro- 
jectiles des figures. 

Ayant , sur un plan , un quadrilatère simple avec ses deux diagona- 
les; si l'on fait varier deux côtés adjacens de ce quadrilatère; en 
les assujettissant a tourner sur deux points fixes pris & yoloot^sur 
son plan , et qu'on laisse immobiles les deux autres côtés et ta dia- 
gonale qui part de leur point de- concours ; il arrivera que l'au- 
tre diagonale , en variant de direction t . coupera toujours au même 
point la droite que déterminent les deux points fixes vers lesquels 
les deux côtés mobiles sont dirigés sans cesse. Par conséquent , en 
considérant , dans deux positions quelconques , le triangle variable 
formé par cette diagonale et ses côtés mobiles , on aura ce théo- 
rème : Si deux triangles ont Tun et t autre leurs sommets situés sur 
trois lignes droites qui concourent en un mime point, les trots- 
points de concours do leurs côtés placés entre ces mêmes droites^ 
prises deux à deux se trouveront en ligne droite. El réciproque- 
, ment , si deux triangles sont tellement disposés sur un plan que 
leurs cotés concourent deux i deux en trois points situés e* ligne» 
droite, les trois droites qui joindront leurs sommets correspondant- 
iront concourir en un même point (*). 



(*) On peut consulter , ivu* diverses autre* démonstration* de oei théorè- 
me» le Trahi des propriétés prtjttttr** des Jtguns ( ptg. 87 — 94 ) , et tes 
mémoires de M» Briaochon. 

( Note de l'auteur, ) 
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Cette proposition , fort importante dans la géométrie de la rè- 
gle , a été donnée pour la première fois par Desargues , et repro- 
duite par MM. Servois et Brianchon. Quoique nous ne fassions pas 
usage ici de la méthode des projections , nous ne pouvons nous 
refuser à observer que la proposition dont il s'agit devient évi- 
dente, par simple intuition , quand on met en projection ou en 
perspective sur un plan un tronc de pyramide triangulaire à bases 
non parallèles (*). On en déduit ce corollaire qui peut être sou- 
vent utile , savoir, que si deux triangles sont inscrit et circonscrit 
Fun è Vautre de telle sorte que les droites qui joignent leurs som- 
mets opposés concourent en un mime point , les points de concours 
des directions de leurs côtés opposés appartiendront à une même 
droite ; et réciproquement. 

Au moyen du même théorème, étant donné sur un plan un 
quadrilatère simple on pourra construire , avec la règle seulement , 
la droite dont là direction passe par les deux points de concours 
de ses côtés opposés , en supposant ces deux points inaccessibles 
et déterminer en même temps le point où cette droite est coupée 
par une autre droite donnée à volonté sur le même plan (**). 

On peut encore, eu n'employant que la règle, construire le point 
de concours de deux droites , déterminées chacune par deux points 
et que des obstacles quelconques, situés entre ces points ou au-* 
delà, empêcheraient de tracer ("**). 



(*) C'est ainsi que non* l'avons no us-même démontrée dans notre XVL* 
volume ( pag, 21g ) où l'on peut voir les application* que nous en avons dé- 
duites. 

J. D. G. 
(**) Noos avons indigné cette application à l'endroit cité'. 

J D. G. 
[**"> C'est on des deux problèmes résolus par M. Vallès ( ton. XVI , 
P6- 385). 

j. d. e. 
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§. VIII 

Lorsqu'un quadrilatère est inscrit à une ligne du second ordr*. 
quelconque , on peut envisager ses deux couples de côtés opposés 
comme deux lignes du second ordre ayant avec la proposée qua- 
tre peints communs. On peut donc appliquer ici ta théorie du 
§. VI; c'est-à-dire que si , sur te plan dun quadrilatère inscrit 
à une ligne du second ordre , on mène une droite arbitraire , se* 
points d'intersection avec deux côtés opposés du quadrilatère , ses 
points d'intersection avec les deux autres et enfin ses points d"i#~ 
tersection avec la courbe seront six points en involution. C'est e» 
cela que consiste te théorème de Desargues mentionné au §. YI. 
M. Brianchon en a déduit un grand nombre de conséquences par- 
ticulières , sur lesquelles il serait superflu de revenir. 

Supposons que l'on rende fixes les points où la transversale est 
coupée par trots des côtés du quadrilatère inscrit , et qu'on fasse 
ensuite varier ce quadrilatère- de telle sorte que , sans cesser d'ê- 
tre inscrit , il ait toujours trois de ses côtés dirigés vers les mê- 
mes, points , le quatrième côté variera aussi ; mais comme ,. des 
six points en involuùuo , .cinq demeureront invariables, savoir, lu* 
' trois points dont il s'agît et tes deux points d'intersection de la trans- 
versale avec la courbe , le sixième aussi devra être invariable. Doue, 
si ton inscrit à une ligne du second ordre une suite de quadri- 
latères tels que- trois de- leurs côtés- passent constamment- , et dans 
un ordre assigné , par trois points fixes , pris à volonté sur. une 
droite arbitraire , leurs quatrièmes- côtés concourront constamment 
en un quatrième point fixe de la même droite. 

Soit ABCBEF un hexagone quelconque inscrit à une ligne du 
second ordre ; désignons par G , H., K , respectivement, les points 
de concours des côtés opposés AB et CE, BC et EF, CD et FA > 
menons parles deux sommets opposés. A 'et aiie'diagonale cou- 
pant GH eu L ; -les deux quadrilatères ABCD el DEFA auront trois 
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de leurs côtés qui passeront par les trois mêmes points G, H , L 
d'une droite; donc le point k de concours des cotés restans devra 
aussi se trouver sur cette droite ; c'est-à-dire , que, dans tout hexa- 
gone inscrit à une ligne du second ordre , les points de concours 
des calés respectivement opposés sont situés sur une même ligne 
droite (*). 

- Celte belle et importante' propriété de l'hexagone inscrit a été 
énoncée pour la première fois par Pascal , qui la désignait sous 



(*) La démonstration que je viens de donner de ce beau théorème , dé- 
monstration que je crois nouvelle, me parait se recommander par se sim- 
plicité. La théorie ordinaire des transversales en fournit une autre qui peut 
trouver ici sa place. 

Soit formé un triangle par les prolongemens des cotés AB , CD, EF de 
l'hexagone, et soient respectivement L, M, N les sommets de ce triangle 
opposés k ces côtés. En lui appliquant an théorème connu , on aura d'abord 

MA.MB.NCND.LE.LF=ME.MF.NA.NB.LC.La 

Considérant ensuite tour a tour BC , DE , FA , comme des transversales cou- 
pant le triangle LMN , nous aurons 

LC.MH.Nfi=LH.MB.NC , 

ME.NG.LD=MG.N1).LE , 

NA.LK.MF~NK.LF. M A ; 

multipliant cea quatre, équations membre à membre , et réduisant, il viendra 

Mff.NG.LK.~LIi.MG.NK ; ■ 

ce qui prouve que les trois points G , H , K.* appartiennent 4 une même droite. 
Tom. XVlU 25 
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le nom à'hexagrame mystique, et en avait fait ta base d'un traité 
de sections coniques qui n'a pas été publié. Quoiqu'elle paraisse 
n'avoir pas été ignorée de Desargues , la découverte en est géné- 
ralement attribuée & Pascal. Depuis lors, plusieurs géomètres l'ont 
reproduite sous différentes formes, et eu ont tiré beaucoup de con- 
séquences utiles ou curieuses. M. Brianchon a établi sur le même 
principe , d'une manière purement géométrique , toute la théorie 
des pôles et polaires des lignes et surfaces du second ordre ( Jour- 
nal de l école polytechnique XIII. 4 cahier ). Il a fait connaître , en 
même temps , un théorème non moins intéressant que celui de Pas- 
cal ; théorème que nous allons démontrer d'après lui , à l'aide de 
la théorie des pôles et polaires. 

Etant donné un hexagone circonscrit à une ligne du second or- 
dre, si nous joignons les points de contact de ses côtés consécu- 
tifs par des droites , nous formerons un hexagone inscrit, dont cha- 
que côté aura pour pôle un sommet de l'hexagone circonscrit ; et, 
comme ( §. Il ) la droite qui joint les pôles de deux autres a 
son pôle au point de concours de celles-ci, il s'ensuit que les dia- 
gonales qui, dans l'hexagone circonscrit, joindront deux sommets 
opposés , auront pour pôles les points de concours des directions des 
côtés opposés de l'inscrit ; puis donc que ces trois points appartien- 
nent a une même ligne droite, les trois diagonales dont il s'agit 
devront concourir en un même point , pôle de cette droite ; c'est- 
à dire que , dans tout hexagone circonscrit à une ligne du second 
ordre , les diagonales qui joignent Us sommets opposés concourent 
toutes trois en un même point (*). 



(*) On troare dans le prêtent recueil, tom. IV, pag. 78 et 38i , tom. 
XIV , pag. 39 , tom. XV , pag. 387 et ton. XVI , pag. 3aa , diverse* ié- 
■nosatratioas de ces deux théorème*. 

J. D, G. 
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Les propositions inverses des deux précédentes s'en déduisent si 
facilement qu'il nous suffira de les e'noncer , 1 ." lorsque cinq des som- 
. mets d'un hexagone appartiennent à une ligne du second ordre 1 
et que d'ailleurs les points de concours des côtés opposés de cet 
hexagone appartiennent tous trois à une même droite , son sixième 
sommet est aussi sur la courbe ; 2. lorsque cinq des côtés d'un 
hexagone sont tangens à une ligne du second ordre , . et que d'ail- 
leurs les diagonales qui joignent les sommets opposés de cet hexa- 
gone se coupent au même point , son sixième côté est aussi tan- 
gent à la courbe. 

Il suit de là qu'il n'existe qu'une seule conique qui puisse pas- 
ser par cinq points ou toucher cinq droites données sur un plan. 
Les mêmes propriétés fournissent le moyen , bien connu , de 
construire , avec la règle seulement , une conique dont on a cinq 
points ou cinq tangentes. Elles s'étendent au cas où l'on suppose 
qu'un côté , ou plusieurs côtés non consécutifs, de l'hexagone ins- 
crit deviennent nuls et tangens à la courbe , et à celui où un an- 
gle, ou plusieurs angles non consécutifs, de l'hexagone circons- 
crit deviennent égaux, à deux angles droits et ont leur sommet sur 
la courbe. On retrouve ainsi les propriétés des quadrilatères inscrits 
et circonscrits démontrés précédemment ( §. V ). 

En particulier , si l'on suppose que , dans l'hexagone inscrit , trois 
côtés non consécutifs soient d'une longueur nulle, ou que, dans 
l'hexagone circonscrit , trois angles non consécutifs soient égaux à 
deux angles droits , oh obtient ce théorème : Si deux triangles 
sont Tun inscrit et Vautre- circonscrit à une même ligne du se- 
cond ordre ; de telle sorte que les sommets de Tinscrit soient les 
points de contact du circonscrit ; i. É les points de concours des 
côtés respectivement opposés , dans ces deux triangles appartien- 
dront tous trois à une même droite; a.« les droites qui joindront 
leurs sommets opposés concourront toutes trois en un même point. 

Il y aurait beaucoup d'autres choses à dire sur le sujet qui nous 
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occupe; mais ces détails intéressans se trouvent, pour la plupart dans 
le Traité des propriétés proiectiees des figures ( pag. 109—120 
et 390 — ?o4 ) % auquel nous renvoyons. Nous nous bornerons à' 
extraire les énoncés suivan» de deux théorèmes qui dérivent des 
propriétés des hexagones inscrits et circonscrits : 

1.* Si tous les côtés d'un polygone variable, tracé sur un plan,' 
sont assujettis à tourner sur autant de points fixes , tandis que 
ses sommets , un seul excepté , parcourent respectivement des droi- 
tes données de position ; le sommet libre décrira , dans son mow 
cernent, une ligne du second ordre passant par les points fixes 
sur lesquels tournent ses deux côtés. 

a," Si tous les sommet* d'un polygone variable, tracé sur un' 
plan', sont assujettis à se mouvoir sur autant de droites fixes , 
tandis que ses côtés f un seul excepté , tournent sur des points 
fixes; le côté libre sera constamment , dans son mouvem-nt, tan- 
gent à une ligne du second ordre touchant les deux droites fixes 
parcourues par ses extrémités, 

S- ix- 

Soient ABC , OEF , deux triangles inscrits arbitrairement à une 
même ligne du second ordre ; soient respectivement H , I , K les 
points de concours de A.B et DE , AC et DF , BC et EF ; en menant 
les cordes BF et CE , concourant en 6 , on formera un hexagone 
inscrit BACEDF , dans lequel les points de concours G, II , I des 
côtés opposés seront en ligne droite ; de sorte que les trois droites 
BF, EC , HI concourent en un même point; or, on peut considérer ces 
droites comme joignant les sommets opposés de l'hexagone BCIFEH , 
dont les côtés sont ceux des deux triangles proposés; donc cet 
hexagone est circonscriplîble a une ligne dti second ordre ; ainsi 
deux triangles inscrits à une même ligne du second ordre sont par 
là même circonscriptibles à la fois à-uae autre ligne du même ordre- 
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Réciproquement, deux triangles circonscrits à une même ligne 
du second ordre sont par là même inscriptibles à une autre ligne 
du même ordre. En effet , si deux triangles ABC , DEF , sont cir- 
conscrits à une même ligne du second ordre; en désignant respec- 
tivement par H et I les points de concours de AB et DE , AC et 
DF , l'hexagone BCIFEH sera circonscrit à la courbe ; d'où il suit 
que les droites BF , CE et HI concourront en nn même point G;, 
les trois points G , H , I seront donc en ligne droite ; d'où il suit. 
que l'hexagone BACEDF , dont les sommets sont précisément ceux 
de nos' deux triangles sera inscriptible à une ligne du second ordre. - 

De ces théorèmes , dus à M. Brianchon , il résulte que , si un 
seul triangle est inscrit à une ligne du second ordre et circonscrit 
à un autre , une infinité d'autres triangles pourront être , à la fois 
comme celui-là, inscrits à la première courbe et circonscrits à la 
seconde. 

En considérant toujours les mêmes triangles inscrits ABC, DEF, 
joignons leurs sommets correspondons par des droites , et soient L , 
M , N , respectivement , les intersections de AD et BE s CF et AD , 
BE et CF. On voit d'abord que ces trois points seront situés sur 
les polaires respectives de H , I , K. Ensuite si l'on mène KN , 
cette droite sera la polaire du point G de la' droite HI ; d'où il 
suit que KN contiendra le pôle de HI , et que, par conséquent 
le point N est sur la droite qui joint le point K an pôle de HI. 
Pareillement , les points L , M , sont situés sur les droites qui joignent 
les points H , I , avec les pôles des droites IK et HK , respective- 
ment , d'où réiulte ce théorème : Lorsque deux triangles sont inscrits 
à une même ligne du second ordre t le triangle formé par les trois 
droites oui joignent les sommets correspondons de ces deux là est 
tel que chacun de ses sommets se trouve à F intersection de la po-- 
laire du point de concours de deux côtés correspondons des deux 
premiers avec la droite menée de ce point de concours au pôle de 
la droite qui joint les deux autres. 

Deux triangles inscrits i une même ligne du second ordre or- 
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d;e pouvant prendre une infinité de formes et de situations dif- 
férentes , il s'ensuit que les points de concours de leurs côtés cor-:, 
resposidaas pourront aussi prendre toutes les situations qu'on vou-, 
dra. On pourra donc supposer ces trois points donnes & volonté suc 
le plan de la courbe ; et , pour chaque situation qu'on leur assi- 
gnera* il existera* en général, deux triangles inscrits dont les cô- 
tes correspoudaos se couperont en ces points ; triangles qu'il sera 
facile de construire d'après ce qui précède. On obtiendra donc ainsi 
nne construction très-simple et purement linéaire du problème sui- 
vant : Inscrire à une ligne donnée du second, ordre un triangle dont 
les côtés passent par trois points donnés ? La solution qui résulte de ce 
qui précède , et à Laquelle M. Gergonne a été conduit par l'ana- 
lyse ( Annales , tom. VU * pag. 3a5 ) , peut être énoncée comme il 
sait : 

Formez un triangle dont les sommets soient les pâles des droi"- 
■ tes qui joignent les points donnés , pris deux à deux ,* joignez cha- 
cun des sommets de ce triangle à celui des trois points donnés oui 
n'a pas concouru à sa détermination par une droite ; Us droite* 
ainsi menées de trois sommets détermineront trois points sur le* 
côtés respectivement opposés. Formant alors un triangle dont ces 
trois nouveaux points soient les sommets ; les côtés de ce triangle , 
par leurs intersections arec la courbe , détermineront tes six tom* 
mets des deux triangles cherchés. 

Si l'on circonscrit & la même courbe deux triangles dont le» points 
de contact soient les sommets des deux triangles inscrits, il est 
aisé de voir que ces triangles seront inscrits au triangle dont les 
sommets sont les pôles dès trois points' donnés,, pris deux h deux* 
et de là résulte le moyen de ramener* an problème qui vient d'ê- 
tre résolu , cet autre problème : A une ligne donnée du second or- 
dre circonscrire un triangle dont les sommets soient sur trois droi- 
tes données? On peut aussi attaquer directement ce problème* 4 
l'aide de ce que nous avons dit ci-dessus sur les propriétés du sys- 
tème de deux triangles circonscrits a une même ligne du second 
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ordre* De l'une ou de l'autre manière on parvient à la construc- 
tion linéaire que voici , et qui a aussi été indiquée par M. Ger- 
gonne , en l'endroit cité : 

Formez un triangle dont les côtés soient les polaires des inter- 
sections deux à deux des trois droites données ; marquez le point 
de concours de chaque côté de ce triangle avec celle des droites ■ 
données qui n'aura pas concouru à sa détermination . /oignez les 
points ainsi déterminés avec les sommets respectivement opposés du 
triangle des polaires par trois droites , ces trois droites forme* 
vont un nouveau triangle tel que les six tangentes menées à la 
courbe par ses trois sommets seront Us côtés des deux triangles 
cherchés* 

s. x. 

En exposant ( g. II ) la théorie des pôles et polaires , nous avons 
remarqué que la droite qui joint les pôles de deux autres droi- 
tes, tracées sur le plan d'une ligne du second ordre, a pour pôle 
le point de concours de celle-ci. II s'ensuit immédiatement que , 
si deux polygones d'un mime nombre de côtés , tracés sur le plan 
d'une ligne du second ordre , sont tels que les sommets de l'un 
soient les pôles des côtés de l 'autre , réciproquement les sommets 
de ce dernier seront les pôles des côtés du premier ; et déplus le 
point de concours de deux quelconques des côtés de chacun sera 
le pôle de la droite qui joindra les sommets pôles de ce deux cô- 
tés dans lautre. A raison de ces propriétés corrélatives , les deux 
polygones peuvent être dits polaires réciproques l'un de l'autre 
par rapport à la courbe , qui en sera dit elle-même la directrice* 

Supposons que les polygones proposés soient deux hexagones et 
que le premier se trouve inscrit à une ligne quelconque du second 
ordre , antre que la directrice ; les trois points de concours de ses 
côtés opposés seront alors situés en ligne droite ; mais ces points 
sont les pôles des diagonales qui , dans l'autre hexagone '. joignent 
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les sommets opposés ; donc ces trois diagonales doivent concourir 
en un même point ; doue ce second hexagone est inscriptible à 
une ligne du second, ordre; donc quand deux hexagones sont po- 
laires réciproques Fun de l'autre , si l'un d'eux est inscriptible à 
une ligne du second ordre , f autre est nécessairement circonscrip- 
tible à une ligne du mime ordre ; et réciproquement. 

De là , en faisant varier simultanément le sixième -sommet du 
premier hexagone sur la courbe à laquelle il est inscrit et le sixième 
côté du second , de telle ■ sorte que ce sommet en reste toujours 
le pôle! on conclut généralement que , si un polygone quelconque 
tracé, sur le plan d'une ligne du- second ordre , prise pour direc-. 
trice t est inscriptible à une autre ligne du même ordre , son po—. 
taire, réciproque sera circonscriptibh à une troisième ligne de cet 
ordre et réciproquement. Il en résulte encore ce théorème .* Si un 
point y pris arbitrairement sur le plan d'une ligne du second or- 
dre y se meut en parcourant une deuxième ligne du même ordre , 
sa polaire enveloppera , dans son mouvement , une troisième ligne 
de cet ordre ; et réciproquement , si une droite , tracée arbitrai- 
rement sur le plan - d'une ligne du second ordre , se meut en en- 
veloppant une deuxième ligne du même ordre , son pôle parcourra , 
dans son mouvement y une troisième ligne de cetordie. 

Il est à remarquer que la relation qui a Heu entre la courbe par- 
courue par le pôle et celle qu'enveloppe sa polaire est réciproque 
entre ces deux courbes ; c'est-à-dire que, si en un point quelcon- 
que de la ligne du second ordre parcourue par le pôle , on lui mène 
une tangente t la polaire de ce point touchera la courbe envelop- 
pée par les polaires en un point qui sera le pôle de cette tangentes 
de sorte que chacune des deux courbes dont il s'agit peut être 
considérée, à la fois , comme le lieu des pôles des tangentes de 
l'autre et comme l'enveloppe des polaires de tous les point; de celte 
même courbe ; ce qui justifie complètement la dénomination de polai- 
res réciproques qu'elles ont reçue. En. effet , soient P , P' , deux point? 
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pris sur la première courbe , et dont les polaires touchent la se- 
conde en des points ï , T' , respecti renient. La corde PP' aura 
elle-même pour son pôle le point d'intersection des deux polaires. 
Or ce point approche d'autant plus de se confondre avec les points 
de contact T , T 7 , que ceux-ci seront .plus rapproches , et en même 
temps les pôles P , P' , sur la première courbe , deviennent d'au- 
tant plus voisins l'un de l'autre. En faisant .donc coïncider T' avec 
T , la corde PP' se changera en .une tangente à la première courbe, 
ayant pour son pôle le point T de la seconde ; ce qui démon- 
tre la proposition annoncée. On prouverait avec la même facilité 
qu'étant donnés un point' et sa polaire, par rapport à la première 
courbe , si Ton construit , relativement à la directrice , la polaire 
de ce point et le pôle de cette droite , on aura par là même un 
point et sa polaire , par rapport à l'autre courbe. 

Ce qui précède renferme les principes de la théorie des pôles 
et polaires réciproques , .dont nous ferons souvent usage dans la 
suite de ces recherches. M. Poncelet , à qui est due cette exten- 
sion importante de la théorie des pôles , a montré dans son grand 
traité , et dans un article du tome VIII des Annales de mathéma- 
tiques (pag. 201 ), comment on peut y parvenir directement, sans 
recourir aux propriétés des hexagones inscrit et circonscrit. Il a fait 
voir , par des applications très-variées , toute l'utilité de cette nou- 
velle théorie, dont il a enrichi la géométrie. Eu général , il résulte 
de cette théorie qu'il n'existe aucune relation descriptive d'une fi- 
gure donnée sur un plan qui n'ait sa correspondante dans une au- 
tre figure j en sorte que toute propriété appartenant à une figure 
composée de points et de lignes , soit droites soit courbes , et tra- 
cée sur le plan d'une ligne arbitraire du second ordre , prise pour 
directrice , entraîne nécessairement l'existence d'une certaine pro- 
priété corrélative de la figure qu'on peut concevoir comme polaire 
réciproque de la proposée. Par exemple , à chaque propriété des 
polygones inscrits aux lignes du second ordre doit correspondre 
Tom. XVIU 36 
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une propriété analogue des polygones circonscrits de même espèce , 
et réciproquement C'est ce qu ! on peut vérifier au sujet des qua- 
drilatères et hexagones inscrits et circonscrits , dont il a été ques- 
tion précédemment. ' 

Pour le présent , nous nous proposons , à l'aide de celle théorie , 
et en partant du théorème général que nous avons établi sur les 
lignes du second ordre qui ont quatre points communs , lequel est 
exprimé par les formules ( f ) du §. VI , de démontrer un théo- 
rème analogue a celui-là , relatif à des ■ lignes du même ordre qui 
ont quatre tangentes communes. Cette application fera le sujet du 
§. suivant. 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorème de Statique, 

Ooient À,B, , A t B, , A,B,, „ A n B, des droites représentant 

en intensité et en direction des forces appliquées respectivement à 

des points quelconques A, , A, , A, , A. de l'espace. Soient 

PD, , PD a , PD, , PD. , des droites respectivement parallèles 

et égales à celles-là, conduites par an même. point quelconque P.' 

Soient PG, , PG, , PG, , PG, d'autres droites respectivement 

perpendiculaires aux plans des triangles PA,B, , PA I B j , PA,B, , ..... 

PA,B»> et proportionnelles à leurs surfaces. Soient enfin A le cen- 
tre des moyennes distances des points D, , D t , D, , ........ D„ , et 

r le centre des moyennes distances des points G, , G, , G, , .... 

G,. 

i.° Pour qu'il y ait équilibre entre les forces dont il s'agit, il 
est nécessaire et il suffît qu'on ait à la fois 

pa=o , pr=o , 

ou , en d'autres termes , que le point P soit le centre commun des 
moyennes distances de D, , D 2 , D, , .... D„ et de G, , G, , G, , .... 
G.. 

2. Lorsqu'aucune de ces conditions n'étant remplie, l'angle APr 
n'est pas droit , les forces dont il s'agit ont deux résultantes , si- 
tuées dans des plans différens. 

3.° Si , au contraire, l'angle APr est droit , elles admettent une 
résultante unique, parallèle à PA et représentée en intensité par 
n.PA. 
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4.» Si, en particulier, Pr=o , cette résultante unique se con- 
fond avec PA. 

5.° Enfin , si l'on a PA=o et Pr>o, les forces du système se 
réduisent à un couple. 

Théorèmes de Géométrie, 

I. Toutes les surfaces du second ordre qui touchent sept plant 
donnés ont leurs centres sur un même plan. 

II. Toutes les surfaces du second ordre qui touchent huit plans 
donnés ont leurs (feutres sur une même droite. 

Problèmes de Géométrie. 

X Partager la circonférence d'un -cercle en parties ayant entée 
elles des rapports donnes , soit par des droites partant d'un même ■ 
point donné , soii par des parallèles à une droite donnée ? 

II. Partager l'aire d'un cercle eu segmens ayant entre eux des 
rapports donnés , soit par des droites pariant d'us même point donné» 
soit par des parallèles & une droite douée ? 

III. Partager la surface d'uue sphère en zones ayant entre elles 
des rapports donnés , sojt^w des plaps<pastti* par une même droite 
donnée, soit par des plans parallèles & un plan donné? 

IV. Partager le volume d'une êpaèrie en segment ayasu entre eua 
des rapports, donnes, .soit par. des .plans passent fer une atftee droit* 
donnée , soit par des plans parallèles à un plan donné î 
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ASTRONOMIE. 

Observation faite à Montpellier de P éclipse de 
soleil du 29 novembre 1826; 

Par M. Gebgo-hhe. 



J.ja position géographique du lieu d'où j'ai observé l'éclipsé est * 
telle qu'il suit : 

Longitude orientale i.* ^rz f . s$' } 

Latitude boréale 43.» W. 3ç/'. 

Celte position, conclue de celle de l'ancien observatoire*, toujours 
en ruine , d'après un plan de la ville de Montpellier , dressé par 
MM. les officiers du t." régiment du génie, mérite la plus en- 
tière confiance. 

D'après les données- fournies par la Connaissance des temps , j'a- 
vais annoncé, dans l'Annuaire du département , les principales cir- 
constances de l'éclipsé ainsi qu'il suit : 

Commencement, en-temps vrai de Montpellier, a 9.* $7' du mat. 
Plus grande phase d'environ six doigts .... à n.* u'. 
Fin de L'éalipat * à ia.* 35'. 

M. le professeur Lenthéric qui , de son côté avait fait le même 
calcul , avait obtenu les résultats que voici : 

Tom. XVII , «.• Vit, 1." janvier 1837. 37 
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Commencement , en temps vrai de Montpellier, à to.* 9' du mat. 

Plus grande phase de 4>7 doigts à 11.* 38' 

Fin de l'éclipsé à n' 37'. 

Postérieurement, je recommençai en entier mon calcul, que j'a- 
vais fait très-rapidement , et j'arrivai aux résultats que voici , que 
je consignai dans le journal du département. 

Commencement, eu temps vrai de Montpellier, à 10.* 18' du mat. 

Plus grande phase de 5,q doigts à 11/ 11' 

Fin de l'éclipsé .à 12.* i5'. 

Le premier contact devait avoir lieu , suivant mon premier cal- 
cul , à environ 3o° , et suivant le second à environ 29* a droite 
de l'extrémité supérieure du diamètre vertical du soleil. Le der- 
nier contact devait avoir lieu, suivant mon premier calcul à 57". 
et suivant le second à 65". {■ à gauche du même point. 

J'avais , pour mesurer le temps , deux pendules à secondes de 
Julien Leroy , dans lesquelles j'ai fait remplacer , depuis plusieurs 
années , les verges métalliques , non compensatrices , par des ver- 
ges en vieux bois de sapin bouilli dans l'huile. Ces pendules mar- 
chent assez bien pour ne pas s'écarter l'une de l'autre , dans le 
cours d'une semaine , de plus de 4 à 5 secondes. J'avais , en ou- 
tre , un chronomètre de Bréguet , n.' 4006 , donnant les i5o.' w ' de 
minutes. 

Pour 01 assurer de la marche des pendules et du chronomètre, 
j'avais pris les ao , 23 , a^ et 28 , vers les 3 heures après- 
midi , plusieurs séries de dix hauteurs absolues du soleil , à l'aide 
d'un théodolite doublement répétiteur de Gambey , de dix pouces 
de diamètre , donnant, par ses quatre verniers, armés de loupes, 
les ao.* - ' de minutes. J'aurais voulu répéter les mêmes observa- 
tions pour les jours qui ont suivi immédiatement l'éclipsé ; mais 
l'état du ciel s'y est opposé. 

Le jour de l'éclipsé , mes devoirs ne me permirent d'être chez 
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moi qu'après dix heures du matin. Je me hâtai de diriger vers 
le soleil une lunette de Cauchoix de $2 pouces de foyer , garnie 
de son plus faible grossissement ; maïs gêné par l'incommodité du 
local , je fus obligé de déplacer mes appareils , pour éviter l'in- 
terposition d'un tuyau de cheminée qui me masquait le soleil ; et 
quand la lunette fut placée d'une manière plus convenable , l'é- 
clipse était déjà commencée. Je jugeai même par sa grandeur qu'elle 
avait dîl commencer vers l'époque indiquée par M. Lenthéric ; 
peut-être même vers celte que j'avais obtenue par mon premier 
calcul. 

N'ayant point à ma disposition de lunette garnie de micromètre 
je ne pus juger du progrès de l'éclipsé qu'au moyen de sou image 
reçue en chambre obscure , à travers une lunette de Dollond , de 
28 pouces de foyer , sur un carton où une figure avait été tra- 
cée à l'avance. Je jugeai ainsi qu'elle n'avait pas dû être moin- 
dre de 6 doigts. Mais je dois dire que j'étais fort gêné par de pré- 
tendus amateurs d'astronomie qui m'entouraient et faisaient par leurs 
mouvemens osciller la lunette. 

L'éclipsé se prolongeant , les amateurs se retirèrent , et je jugeai 
dès lors que je pourrais fixer l'instant de la fin de l'éclipsé avec 
beaucoup de précision. De légers nuages qui , pendant quelque temps 
avaient permis de regarder l'éclipsé à fa vue simple se retirèrent 
en effet ; le disque solaire parut très-nettemeut terminé dans la 
lunette de Cauchoix , et la fin de l'éclipsé put erre exactement sai- 
sie. Le chronomètre marquait alors 12.* 12', ^",4, En négligeant 
les dixièmes de secoudes , j'en ai conclu ce qui suit. 

Fin de l'éclipsé en temps du chronomètre ■ . * . ia.* ts'. 4" 
Retard du chronomètre sur le temps moyen ... 8. 44. 



Fin de l'éclipsé en temps moyen de Montpellier . . »a.* 20' 48" 
Retard du temps moyen sur le temps vrai ... 1 1 3a 



Fin de l'éclipsé en temps, vrai de Montpellier , . . . u/' $2' 20" 
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Je ne pense pas que ce résultat puisse être fautif de plus d'une 

seconde. 

Si jamais l'admiuislfetioa locale relevé l'observatoire de sas- rui- 
nes ou m'en procure un nouTeau antre part» je. tâcherai d'y faire 
des observations plus utiles à la science. 



ALGEBRE ELEMENTAIRE. 

Recherche de la quantité qui satisfait à la fois 
à deux équations algébriques données ; 

Par M. N. H. Abbl. ( Norvégien. ) 



Lorsqu'une quantité satisfait, a la fois, à deux équations algébri- 
ques données , ces deux équations ont un facteur commua du pre- 
mier degré. En supposant qu'elles n'ont pas d'autre facteur com- 
mun que celui-là, on peut toujours, comme l'on sait, exprimer ra- 
tionnellement l'inconnue en fonction des coelficiens des deux équa- 
tions. On y parvient d'ordinaire à l'aide de l'élimination ; niais je 
vais faire voir , dans ce qui va suivre , que , dans tous les cas , , 
on peut calculer immédiatement la valeur de l'inconnue , ou , plus 
généralement encore , la valeur d'une fonction rationnelle quelcon- 
que de cette inconnue. 

Soient 

My)=p»+P'y+p*f+ ^¥p^y" È -^y"—o , (0 
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les deux équations proposées, la première du m.'*" et l'autre du 
n ,'*» degré. 

Désignons les n racines de (2) par y,y,,y t /».. en les, 

substituant tour-à-tour dans (1), on aura les n fonctions 



Soient 



(3) 



M) 



tir) » tW > f(x.) ?(r«)- 

B=r(y,)*{yjrfy,) — fCr-O-fO'-). . 

fl..,=?(r).y(r.)-?(r.) ••••• v>(r-0?(r.-.) . 
R — =v(r) fixàtir,) •••••• ?(r-> Mr«) • 

Cela posé,, soit f(y) la fonction rationnelle de y dont on veut 
déterminer la valeur , et désignons par Q(y) un'e autre fonction ra- 
tionnelle quelconque de y. On aura l'équation identique 

Ky).<Ky).R=Kr)J><j)-R- (5) 

Maintenant , ayant <p( y)—o , on aura 

rt,=o , M t =o , ^,=:o, ........ ^..,=0 , 

et , riar suite , 

tR*-t,R,+ t t R t +t t R f +. ...... +*,,_, R^+t^R^^tR } 

où /, r, , /, , C , C sont des* quantités ; quelconques. 

En faisant- donc d'abord 
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,=S(y) , t,=B(y,) , /,=90-.) . -•■ <~.=9(r.-0 . 
et ensuite ' 

tdtfWr) , ',=f(r.)Wr.) . ','=f>r.)%,) c.=Er~.)%...> 

on obtiendra les deux équations 



1(6) 

^).9C r ).fl=f(r,).e(r,).B.+f(r.)-8j-.>fl.f-%...)- e (r-.)A. l 

par la, l'équation (5) deviendra 

=60').fW"+e(r.Wr.)-«.-H(r.)f(r,)5.+ +e(/...M(r-.) B - ' 

équation qui , en posant , pour abréger , 

s( ï )R+H r .)B,-^i(r,)«,+"-- y>(r...)R...=*t>(y)R , I 

)(7) 

f(r)W i + f (>'.) 9 (rO*.+fCr.)8(r.)' B .+-+fO-~)%-)B.-.=ïf(r)«ywi 

deviendra 

{(y)Xe(y)R=X((y).6(y).R , 
et de là 

Maintenant, il est clair que le numératenr et le dénominateur de 
cette valeur de î(y) sont des fonctions rationnelles et symétriques 
des racines y, y, , y, , y t y*.,; on peut donc» en vertu des 
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formules connues, les exprimer rationnellement par les coefficiçns 
des équations (1) et (2). Il en est donc de même de la fonction 

i(x) 

La fonction rationnelle B(y) étant arbitraire , on peat en dispo- 
ser pour simplifier l'expression de ((y). Pour cela, soit 

■■" xirï 

où F( y) et X(y) sont deux fonctions entières ; on aura , en substi- 
tuant , 

F(r><(r)« 

yt/L xw . 

xir) i*(r)fl * 

Si donc on suppose 9(/)=^(j) > on aura 
FQ-) __ sF(y)ft 

et alors le numérateur et le dénominateur de celte fonction seront 
des fonctions entières des coefficiens des équations proposées. 
Si X(y) = 1 , on aura , pour une fonction entière quelconque I'(y) , 

»w=# . 0-1 



F(r)H+r<jr,)BH-FfrjB.^,,H-y<r-OB-» 

"'" " R+H.+H.+. ..+«»., 

Mais on peut encore simplifier beaucoup ' l'expression de V(y) de 
la manière suivante : 

Désignons par -y(y) la dérivée, de $(y) > par rapport à y , et 
faisons 



(9) 
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l'équation (8) donnera 

Cela posé , on peut d'abord exprimer R par une fonction entière 
de y. En effet , si l'on fait 

(*-r»)('-7*>— • ( x — £.-0=^=*"" , -K-.*' , " , -K-* *"* , +.«.4*«=<> î 

on peut transformer A , qui est une fonction entière et symétrique 
de /,,/,,)',, •«■.* /»., , en fonction entière des çoefficiens »- , 
**i» *", » —•••''•.»■ 
Maintenant, on a 

(»•+'<*+*'■*'+■ + ,, -* , "+ z "" l )( z -r)=?*+fi i ^*^+r»4?...^ , +j- 

donc 



d*où il suit que p 9t c, , c >t ..... «v* sont des fonctions entière* de 
y ; la fonction R L'est donc aussi ; elle est donc de la forme 
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fl=p,+p,r+p»r*+PiH— •+p«r'* ; C ia ) 

où il est évident que p , p, , p t , p^ seront des fondions en- 
tières des coefficiens des équations (1) et (2). ! 

La fonction R sera d'un degré supérieur à n — 1 ; mais , il est 
clair qu'on peut , en venu de l'équation (3) , en éliminer toutes les 
puissances de y supérieures à la (/1— i)""" , et de cette manière 
mettre R sous la forme 

R=? +f>,y+py+P l y t +......+ Pa . I y~' , 

où p tt p, r p ± , ...... p„., sont toujours des fonctions entières de^„ , 

P^Pt /»— ■ *>*■?,■ 9-'- 

En multipliant R par la fonction entière F(y) on aura la fonc- 
tion F(y)R , qui est de même une fonction entière de y. On peut 
donc la mettre sous la même forme que R , c'est-à-dire , qu'on peut 
poser 

T(r).n=t.+<,r+tS+i,y 3 +-~:+>...r- > (-3) 

'o > 't » 'i » '«-i étant encore des fondions entières de p, , p t , 

Pk V- • ?••?.. 1x . f~- 

Dès que It sera déterminé par l'équation (ta) , il est clair qu'on 
aura 

fl . = e,+p.x>+p>r<'+p>r''+- — +?~-y" > 

^.=Po+p.r. +e,r,'+p,r*'+- — +p-.r.'"' » 



■S- . ^Po-hv- +p,/. . +p,r'~. +--t-p.-.y». *'" • 

On aura de même 

Tom. Xni. 28 
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P(r.)«.='.+'.j'.+'.r.'+'ir.'+- +'-r." . 

F(r,)i-='.-H.r.+'.r.*+'ir,'+ •+'.-./ " . 

F(r... )•»„.. ='•+'0'. ■ +'■>•■•.■+'>/►. '+..•■+'.../., ■'' • 

Maintenant , je dis qu'on aura 

En effet, on a d'abord 

+'(r) +'<r) " r +'tr.> +&-.) "** +V-> ' 

donc, en substituant les valeurs de R , R, , Ii t , R„„, , 

S +w =p ' ( T(J7 + fïî + T^irJ + + *'ir-o S 

4^, ! JL |__il_4._i_j.„ ■ y- i 

TP ' j ftr) T +'tr.) T +'<r.) +'(»■-.> j 

i f — I — I — I l f- ) 
""*| +'cr) ■*" +'(/.) ■*" +'Cr.) " r ""- > '" +-(,..,) j 

+ 

.i-e i y"' i y'"" i y-" i i f"" j 
*""' i +'Cr) +'&'.>. r +'(r.) "*"•'•'"'" +v-0 1 ' 

Or , y , y, , y^ , y,., , étant les racines de l'équation (a) 

on a 
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+'(r)=O r -rJ(r— ir)Cr— ri) (r-r-) . 

+'(r.)=(r.-rXr.— r.)Cr.-ri) Cr.-r-.) ; 

+'(r.)=(y.-r)û',-r.)Cr.-ri)-Ci'.-r...) » . 

+'(r->)~û'-i-rXr-t-y.;(r-i-3 r J Cr-.-r-) ; 

donc, d'après une formule connue , les coeSiciens de p„ , p L , p, , ... 
p„., , dans l'expression de S , s'évanouiront tous, excepté ce- 

lui de (V, , qui se réduira à l'unité ; on aura donc 

On prouvera exactement de la même manière «jue 

donc, en vertu de l'équation (n), 

ou bien , en écrivant t et p , au Heu' de /„., et p.., , 

*W= 7 •' (■€ 

Soit maintenant i v (j) une autre fonction entière de y ; en sup- 
posant r 
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F'<y)fl=/' r -+c..,r - - +''..>>-' -t- +t',y+i'. , (i5j 

''■ 'Vu ''■ — ''a ^ tant des fonctions entières des quantités /> a , 

p t . p, » /v, » ? » ?t . ? ?-i » on aura 

F'W= f i (.6) 

d'où, en comparant (14) à (16) 

Ainsi . on aura la valeur d'une fonction rationnelle quelconque 
~- , par le développement des deux fonctions 

T(y)H et F(r)tf . 

La formule (17) peut facilement être traduite en théorème* 

Le cas le plus simple est celui où l'on cherche uniquement la 
valeur de y. Alors ou a 



ou 

fe^-'+py,.., +.... et Rjr=/y-'+t^' +. J 

On peut exprimer t en p et p'. En effet , en substituant la va- 
leur de R , il viendra 



^r=f>r-i-py , +.- 

or , en vertu de l'équation (2) , on a 
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' y"=—<i~'f'—<i-y"— i 

donc , en substituant 

Rr=(p'—w-)r"'+- ; 

Dans le développement de By , le coefficient de /"i est donc 

P'— W-=' i 
donc 



J=- 



r=-?«+T • 08) 



De cette manière , on n'a besoin de connaître que les coefficîens de 
y* et y dana le développement de 

Paris, le a novembre 1826. 
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GEOMETRIE DE SITUATION. 

Recherches sur quelques lois générales qui 
régissent les lignes et surfaces algébriques 
de tous les ordres ; 

Par M. Gergokne. 

MAWnMWVMA 



En observant ce que les résultats parti- 
culiers avaient de commun entre enx., on 
•st successivement parvenu a des résultats 
fort étendus , et les sciences mathémati- 
ques sont à ta fois devenues plus générales 
et plus simples. 

( I.aplace ; T.eçons à ÏEcôU normolt ). 



JNous observions , il n'y a pas long-temps (*) , sju'au point où les 
sciences mathématiques sont aujourd'hui parvenues , et encombres 
comme nous le sommes de thëorèmes , dont la mémoire la plus 
intrëpide ne saurait même se flatter de conserver les énoncés, on 
servait peut-être moins utilement la science en cherchant des vi- 
riles nouvelles qu'en s'eflbrçant de ramener 1 un petit nombre de 
chefs principaux les vérités déjà découvertes. Une science d'ailleurs 
se recommande peut-être moins encore par la multitude des pro- 



(*) Voy. la pag. 3i4 du précédent volume. 
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positions dont se compose son domaine que par la manière dont 
ces propositions sont liées et enchaînées les unes aux autres. Or , 
il est dans chaque science certains points de vue élevés où il suf- 
fit de se placer pour embrasser d'un même coup-d'œil un grand 
nombre de vérités que , dans une position moins favorable , on au- 
rait pu croire indépendantes les unes des autres , et que l'on re- 
connaît dès lors dériver toutes d'un principe commun , souvent 
même incomparablement plus facile à établir que les vérités parti- 
culières dont il est l'expression abrégée. 

C'est dans la vue de confirmer ces considérations par quelques 
exemples assez remarquables que nous nous proposons ici d'établir, 
sur les points communs et tangentes communes aux courbes pla- 
nes , situées dans un même plan , sur les lignes communes et points 
communs aux surfaces courbes, sur les surfaces développables qui 
leur sont circonscrites et sur leurs plans tangens communs , un pe- 
tit nombre de théorèmes généraux , offrant une infinité de corol- 
laires , parmi lesquels nous nous bornerons a signaler les plus sim- 
ples ou les plus dignes de remarque. Plusieurs de ces corollaires 
sont connus depuis long-temps ; mais nous ne pensons pas qu'on en 
rencontre autre part des démonstrations aussi simples et aussi briè- 
ves , et qui exigent aussi peu de contention d'esprit, que celles qu'on 
trouvera ici des théorèmes généraux qui les renferment tous. 

Comme il ne s'agira aucunement ici des relations métriques , tous 
nos théorèmes seront doubles. Pour en faire mieux saisir la cor- 
respondance, nous placerons dans deux colonnes , en regard les unes 
des autres, les théorèmes qui devront se correspondre, ainsi que 
nous l'avons déjà pratiqué plusieurs fois. 

SECTION PREMIÈRE. 

Propriétés des courbes algébriques, situées dans un même plan. 
Soit une figure plane , composée de tant de points et de Lignes 
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droites et courbes qu'on voudra. Concevons qu'ayant tracé arbi- 
trairement , sur le plan de cette figure , une ligne quelconque 
du second ordre , on construise, sur le même plan , une autre fi- 
gure dont tous les points et toutes les droites soient les pûtes et 
polaires de toutes les droites et de tous les points de la première , 
par rapport à cette ligue du second ordre , considérée comme di- 
rectrice ; les deux figures ainsi tracées seront dites polaires récipro- 
ques l'une de l'autre , attendu que la première pourra être déduite 
de la seconde comme celle-ci est supposée l'être de l'autre. Or, en 
conséquence des propriétés , bien connues aujourd'hui , des pôles 
et polaires , voici les relations principales qui se trouveront exister 
entre ces deux figures. 

i.° Autant il y aura dans l'un i.° Autant il y aura dans l'un 
de systèmes de points situés en de systèmes de' droites concou-. 
ligne droite, autant on rencon- rant en un même poiut, autant 
trera dans l'autre de systèmes d'un on rencontrera dans l'autre de 
égal nombre de droites concou- systèmes d'un égal nombre de 
rant en un même point. points situés en ligne droite. 

a.° Autant il y aura dans l'un 2. Autant il y aura dans l'un 
de systèmes de points situés sur de systèmes de tangentes à une 
. une même courbe, autant on ren- même courbe , autant on rencon- 
contrera dans l'autre de systèmes trera dans l'autre desystèmes d'un 
d'un égal nombre de tangentes à égal nombre de points situés sur 
une courbe de même ordre. une courbe de même ordre, 

3." Autant il y aura dans l'un 3.° Autant il y aura dans l'un 
de systèmes de points d'une même de systèmes de tangentes à une 
courbe, situés sur une même même courbe , issues d'un même 
droite , autant on rencontrera dans point , autant on rencontrera dans 
l'autre desystèmes d'un égal nom- l'autre de systèmes d'un égal nom- 
bre de tangentes à une courbe de bre de points d'une courbe de 
même ordre,, issues d'un même même ordre, situés sur une même 
point. droite. 

4." Enfin , autant il y aura 4.* Enfin , autant il y aura 
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dans l'une des figures de systèmes dans l'une des figures de syslè- 
de points communs a deux ou à un mes de tangentes communes à 
plus grand nombre de courbes , deux ou à un plus grand nombre 
autant on rencontrera dans Tau- de courbes , autant on rencontrera 
tre de systèmes d'un égal nombre dans l'autre de systèmes d'un égal 
de tangentes communes à deux ou nombre de points communs à deux 
à un plus grand nombre de cour- ou à un plus grand nombre de 
bes de même ordre. courbes de même ordre. 

Il importe beaucoup de se rendre toutes ces diverses relations 
bien familières, de s'en imprégner , s'il est permis de s'exprimer 
ainsi ; parce qu'en même temps qu'elles peuvent faire découvrir 
un grand nombre de théorèmes , elles en rendent toute démons- 
tration superflue. C'est ainsi que nous allons en user nous-même ; 
et lorsque, par quelque moyen que ce soit, nous serons parvenus 
à établir un théorème , susceptible de l'espèce de traduction dont 
il est question ici , nous écrirons à sa droite celui qui lui corres- 
pond , sans nous mettre aucunement eu peine de le démontrer j 
bien certain que , si l'uu est vrai , l'autre doit l'être également. 

Dans tout ce qui va suivre, nous réputeroos également comme 
ligne d'un certain ordre, soit une ligne effective de cet ordre , soit 
un système équivalent de lignes d'ordres inférieurs, c'est-à-dire, un 
système de lignes données 'par une équation unique , d'un degré 
égal à l'ordre dont il s'agit. Ainsi , par exemple , un système' de 
deux lignes des p mm * et a 1 "" ordre sera réputé une ligne unique du 
(p-\~a)"~" ordre. Pareillement , le système de m droites sera réputé 
une ligne unique de m'"" ordre. , ' 

Nous convenons aussi de com- Nous convenons aussi de com- 
prendre , parmi les intersections prendre, parmi les tangentes coin- 
de deux courbes, leurs intersec- munes à deux courbes, leui s lau- 
tïons idéales aussi bien que leurs gentes communes idéales aussi 
intersections réelles , leurs inter- bien que leurs tangentes coramu- 
sections infiniment distantes aussi nés réelles, leurs tangentes com- 
bien que leurs intersections accès- munes infiniment distantes aussi 
Tom. XVII. 29 
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si&les; de sorte que, dans notre l>îen que leurs tangpntes cnmmn- 
langage , le nombre des intersec- nés accessibles ; de sorte que , 
lions de deux courbes sera cous- dans notre langage , le nombre 
la m ment égal au produit des de- des tangentes communes â deux 
grés de leurs équations. courbes sera constamment égal au 

produit des degrés de leurs équa- 
tions. 
Ces conventions sont nécessaires pour que nos théorèmes puis- 
sent avoir lieu sans aucune restriction. 

si 

Ces choses ainsi entendues , considérons deux lignes du m"'"* or- 
dre, situées dans- un même plan, rapportées aux mêmes axes quel- 
conques, el avant respectivement pour équations rationnelles, en 

a et y , 

Jl/=0 , (l) M'=à i (2) 

elles se couperont en m' points qui , dès que m sera plus grand 
que trois , ne pourront être supposés quelconques , puisqu'alors m* 
se trouvera surpasser le nombre des points qu'il est permis de pren- 
dre au hasard sur un plan , pour déterminer complètement une 
ligne unique du m""' ordre. Dans tous les cas , on obtiendra les 
coordonnées de ces diU'éreus points en considérant x et y , dans 
les équations (i) et (2) , comme les deux inconnues d'un même 
problème déterminé. 

Soit représentée par A une constante indéterminée , et soit posée 
l'équation 

MT+JT'-iQ ; (*) (3) 

chacune de nos trois équations sera évidemment comportée par les 
deux autres, quel que soit A ; de sorte que, de quelque manière 
qu'on les combine deux à deux , elles donneront exactement les 

(*) On ne gagnerait ér idem oient rien k poser x3/+X',W=o , puisque l'autre 
équation rentre dan celle-ci ea y changeant X , qui est quelconque, en — • 
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mêmes systèmes de valeurs pour s et y ; mais, à cause de l'in- 
détermination de A , ta dernière appartient à une infinité de lignes 
du m."™* ordre ; ces lignes tint donc la propriété commune de cou- 
per l'une quelconque des deux proposées précisément en tous les 
points et aux sauts points où elle est coupée par l'autre. 

Réciproquement , toute ligne qui coupera une quelconque des 
deux proposées précisément en tous les points et aux seuls points 
où elle est coupée par l'autre, ne pourra être qu'une ligne du m. u ™' 
ordre dont l'équation soit comportée par les équations (1). et (2) ; 
celte équation devra donc être un cas particulier de l'équation (3) , 
et de nature à pouvoir en être déduite par une détermination con- 
venable de la constante arbitraire X (*), 

Soit m=p+a , p et (j étant deux nombres entiers positifs, et 
supposons que , pour une certaine valeur de la constante A , l'é- 
quation (3) prenne la forme 

pq=o , d) 

P et Q étant des facteurs rationnels des />'*"" et y*"" 1 degré , res- 
pectivement ; il s'ensuivra que , pour celle valeur de A , l'équation 
(3) n'exprime plus une courbe unique , mais le système de deux 
lignes des p*™ et q*™" Ordre, sur lesquelles conséquent ment devront 

(*) On pourrait objecter ici que si , par exemple , le* deux proposées sont 
*»4^» +B x+4j- r( =o , *>- r y*+«'*+*'H-« / — o , 

en supposant A=s — i , l'équation (3) sera 

Cjui n'est plus alors que du premier degré | mais on doit observer que ^ 
dans ee cas, la véritable équatïwi (3) est proprement 

M**H>t"+ (a'-a)-H-Cf-%+< e '-0=o , 
qui continue d'être du second degré , lorsque * et y sont supposés infinis. 
Cela, revient a dire, comme t'a déjà remarqué M. Poncelet { Propriétés pro- 
jectiles , pag. 49 ■ »-° çjS ), qu'indépendamment des deux points d'intersec- 
tion accessibles, réels on imaginaires , deux cercles tracés sur un mon» plan 
en ont encore deux autre* , toujours imaginaires , qui eu sont infiniment 
distant. 
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être distribues les. m* ou (p+o)' points d'Intersection des deux pro- 
posées ; savoir , p(p+a) sur la première et ç(p-\-o) sur l'autre. 

Réciproquement , si la nature et la situation respective des deux 
proposées sont telles que , parmi leurs (p-i-o)* points d'intersec- 
tion , il s'en trouve p(p-\-q) 1 ai appartiennent à une seule et même 
ligne du //"" ordre; ces points seront de nature a être obtenus par 
la combinaison de l'une quelconque des équations (i) et (2) avec 
une équation rationne/le du /i ,u * degré ; puis donc que tous les 
points d'intersection s'obtiennent par la combinaison de la même 
équation avec l'équation (3), il faudra que, par une détermina- 
tion convenable de la constante arbitraire A , le premier membre 
de cette dernière acquiert un facteur rationnel P du p' imt degré: 
ce premier membre devra donc , pour cette même valeur , avoir 
un autre facteur rationnel Q du o"~' degré ; celte équation sera 
donc alors de la forme de l'équation (4) ; d'où il suit que les 
a(p+o) points d'intersection restants se trouveront tous appartenir 
à une seule et même ligne du a"" ordre. On a donc ce théorème 
général : 

THÉORÈME I. Si, par mi les THÉORÈME I. Si parmi les 
(p+q)* points d'intersection de (p+q/ tangentes communes à 
deux lignes du (p-Hl)"""* ordre, deux lignes du (p-t-q/""" ordre» 
situées dans un même plan , // situées dans un même plan t il 
s'en troupe p(p+q) appartenant s'en trouve pCp+q) touchant tou- 
tous à une seule et mime ligne tes une seule et mime ligne du 
du p*"* ordre; les q(p+q) points p*™ ordre; les q(p+q) tangen- 
d intersection restons appariien- tes communes restantes touche- 
dront tous à une seule et même ront toutes une seule et même 
ligne du q*"* ordre (*). ligne du qT ordre, 

(•> Si' l'on suppose que la ligne do p*""* ordre se réduit «a, système de 

p droit ci , doni chacune contient. p\q intersection, on obtiendra le premier 
des théorème» dont lit démonstration a ilé demandée à la page 35 du pré- 
sent volume ; et qui n'est, comme l'on voit, qu'un eu très-particulier de 
celui-ci. 
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Remarque. Dans l'application Remarque. Dans l'application 
de ce théorème , il ne faudra pas de ce théorème , ii ne faudra pas 
perdre de vue que chaque con- perdre de vue que chaque tan- 
tact du (n— 1)"~. ordre ou de n gente commune à deux courbes- 
points, entre deux courbes, doit en un même point où elles ont- 
compter pour n points communs, entre elles un contact du (n — i)™ 
tous situés sur la tangente com- ordre ou de » points , doit comp- 
mune en ce point. ter pour n tangentes communes , 

passant tontes par ce point. 
La vérité de ce théorème dépendant uniquement du degré com- 
mun des deux équations , et^-non du nombre et de la nature des 
lignes que chacune d'elles exprime, il ne cessera pas d'être vrai' 
lorsqu'elles exprimeront, l'une et l'autre des systèmes de p^-q droi- 
tes. On a donc ce premier corollaire : 

Corollaire L Deux systèmes de Corollaire I. Dsux systèmes de' 
pA-q droites existant dans un p-\-q points exista ns dans un 
même plan ; sî , parmi les (p+q)* même plan ; si , parmi les (p-+ q)* 
points d'intersection desdroites de droites qui joignent les points, de 
l'un des systèmes avec celles de l'un des systèmes a ceux de J'au- 
l'autre système , il s'en trouve tre système , il s'en trouve /»(f»+fl) 
pfp-fyy qui appartiennent ton- qui touchent tontes une seule et 
tes à une seule et même ligne du même ligne du p 1 "" ordre ; les 
p^- ordre; les q(p+q) points q(p+q) droites restantes touche- 
d'intersection, restons appartien- ront toutes une seule et même' 
dront tous à une seule et même ligne du q""' ordre, 
ligne du q'"" ordre. 

. En supposant p-\-q^=sm , et prenant tonr-à-tour p et q égaux & 
deux , ce corollaire prendra celte autre forme : 
' Corollaire II. Deux systèmes Corollaire IL Deux systèmes 
de m droites existant dans un de m points existant dans un 
même plan ; si , parmi les m' même plan ; si parmi les m* droi- 
points d'intersecuon des droites tes qui joignent les poiots de l'un 
de l'un des systèmes avec celles des systèmes à ceux de l'autre 
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de l'autre systvme.il s'en trouve système , il s'en trouve affl.qui 
a«i qui appartiennent tous à une touchent toutes une seule et même 
seule et uu'ine ligne dw second lignedu second ordre; les m(m- 2) 
ordre; les m(m — 2) points d'în- droites restantes toucheront tou- 
tersection restans appartiendront tes une seule et même ligne du 
tousà une seule et même ligne du (m— 2)'"" ordre et réciproque- 
(m-2)'""* ordre et réciproquement, ment. 

Soit un polygone de am cotés inscriptible à une ligne quelcon- 
que du second ordre; nous pounons considérer ses côtés de rangs 
pairs et ceux de rangs impairs comme deux systèmes de m droi- 
tes ayant 2m points d'intersection sur une seule et même ligne 
du second ordre. Le dernier corolUïre*donnera donc celui-ci: 

Corollaire III. Dans tout poly- Corollaire III. Dans tout poly- 
gone de 2/n côtés inscriptible a gone de 2m sommets circousoip- 
une ligne du second ordre , les tible a une ligne du second *or- 
m(m — 2) points d'intersection des dre , les m(m— 3) droites qui 
directions des côtés de -rangs pairs joignent les sommets de rang» 
arec les directions des cotés de pairs avec les sommets de rangs 
rangs impairs non consécutifs ap- impairs qui ne leur sont pas con- 
partienuent toutes 'a une seule et sécutifs touchent toutes une seule 
même ligne du (m— a)""* ordre et même ligne du (*— a)*" - or* 
et réciproquement. dre et réciproquement 

Dans le cas particulier où l'on supposera m ^ 3 , ce corollaire se 
changera dans le suivant : 

Corollaire IF* Dans tout he- Corollaire IF. Dans tout he-« 
xagone inscriptible à une ligne xagone circonscriptible à une ligne 
du second ordre , les points de du second ordre, les droites qui 
concours des directions des côtés joignent les sommets opposés cou. 
opposés appartiennent tous trois à courent toutes trois en un même 
une même droite et réciproquement, point et réciproquement. 

Voilà donc les deux théorèmes de Pascal (*) et de Brianchon, 

(*) C'est pour nous conformer à l'opinion la pins répandue que nom «t- 
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« féconds en belles et importantes conséquences (*) , qui se trou- 
vent ainsi établis sans aucune construction 'ni calcul, et déduits de 
considéra lions analytiques d'une extrême simplicité ; car remarquons 
bien qu'ils découlent , sans aucun intermédiaire , de notre théorème 
fondamental (**). 

tribuons ici à Pascal le premier tte ces doux théorèmes. Tout ce qu'on «ait 
de bien positif sur ce point, et c'est le P. Mursentic qui nous l'apprend * 
dans son Harmonie universelle , c'est que Pascal en avait déduit 4«*> corol- 
laires , formant un trait»! de sections coniques plus complet que celui d'Ap- 
pollonius; traité que Descnrles a eu entre les mains, mais qui n'a jamais 
été rendu public. 

Dans son Histoire Jet mathématiques, MontncU reproclie asseï durement 
à Descartes d'avoir mieux aimé attribuer ce traité à Pascal père ou à D(- 
sargtiei que de le croire d'un jeune homme de seize ans. Mais voici com- 
ment s'exprime Descartes , dans l'une de ses nombreuses lettres au P. Mer- 
senne : h J'ai aussi reçu , dit-il , l'essai touchant les cenïquesdu iiide M. t'us- 
» «al; et, avant d'en avoir lu la moitié , {'ai jugé qu'il avait appris «V 

• M. Desargues ; ce qui n'a été confirmé incontinent après, par la con- 

* fetsion qu'il en fait lui-même ». Ne serait-il donc pas possible que le 
théorème fût véritablement de Desargues qui aurait proposé à son élève 
d'en déduire, par manière d'exercice, un traité de sections coniques, dont 
il lui aurait même jalonné les principale» divisions , et que le jeune homme 
aurait écrit ensuite sons les jeux et avee l'assistance de son père? Ce qui 
semblerait donner quelque poids à cette conjecture , c'est que, comme l'a 
fait voir dernièrement M. Stnrm ( pag. 188) , le théorème relatif à l'heia- 
gone inscrit se déduit presque immédiatement d'un autre théorème que 
personne n'a jamais songé è contester à Desargues. A la vérité, te lait ainsi 
envisagé perdrait un peu de son merveilleux ; mais il s'en deviendrait par 
ï» mémo que plus vraisemblable. 

(*} On peut consnlser , sur las conséquences les plus immédiates de ni 
4eux théorèmes « le page 39 de notre XIV.* volume et la page 3? de ce- 
lui-ci. 

(") Si , dans la erainte de rendre les élémens moins euclidiens , on per- 
sistait s en repousser la démonstration de ces deux théorèmes que noua 
avons indiquée dernièrement ( pag. 14S ) } ne pourrait-on yttt du moins 
introduire ceile-oi dans tes élémens «W Géométrie anaiylique , rient les an- 
.fions ne nous ont pas laissé de modèle ? 
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Si , dans le même corollaire III , on suppose m=4 « on en °-é- 
duira celui-ci : 

Corollaire V. Dans tout octo- Corollaire V. Dans tout octo- 
gone inscriptible à une ligne du gone circonscriptible à une ligne 
second ordre, les huit points où du second ordre, les huit droites 
les côtés de rangs pairs concou- qui joignent les sommets de rangs 
rent avec les côtés de rangs ira- pairs avec les sommets de rangs 
pairs qui ne leur sont pas con- impairs qui ne leur sont pas con- 
sécutifs appartiennent tous à une sécutifs touchent toutes une autre 
autre ligne du second ordre et ligne du second ordre et réci- 
réciproquement. proquemenU 

En d'autres termes: 

Corollaire VI. Si un octogone Corollaire VI. Si un octogone 

étoile, non régulier, est inscrîpti- étoile, non régulier , est circons- 

ble à une ligne du second or- criptihle à une ligne du second 



dre , l'octogone non étoile qui 
aura les mêmes côtés sera aussi 
inscriptible à une ligne du se- 
cond ordre et réciproquement. 



ordre , l'octogone non étoile* qui 
aura les mêmes sommets sera aussi 
circonscriptible à une ligne du se- 
cond ordre et réciproquement. 



Si, dans le théorème général, on remplace p-\-q par m et qu'on 
fasse tour-à-iour p et a égaux à deux , on en déduira ce corollaire: 

Corollaire VII. Si , parmi les Corollaire VII. Si , parmi les 
m* intersections de deux lignes m* tangentes communes à deux 
du m"" ordre , situées dans un lignes du m"*' ordre, situées dans 
même plan , il s'en trouve zm un même plan , il s'en trouve 
qui appartiennent à une ligne du 2m qui louchent une ligne du 
deuxième ordre , les m[m~2.) in- deuxième ordre , les m{m~z) tan- 
tersections restantes appartien- génies communes restantes lou- 
dront toutes à une seule et même cheront toutes une seule et même 
ligne du (m — -z) 1 "" ordre et ré- ligne du (m—zj"" ordre et ré^- 
ciproquement. ciproquement. 

Soit menée à une ligne du m""** ordre une sécante arbitraire , 
puis des tangentes par les m points où cette sécante la coupera ; 
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nous pourrons considérer l'ensemble de ces tangentes comme une 
ligne unique du m""' ordre ayant avee la premier* 31» points d'inter- 
section se confondant deux à deux dans les m points de contact, 
et situées conséquemment sur deux droites qui se confondent. Mais 
deux droites qui se confondent forment un système du second or- 
dre; et par conséquent le procèdent corollaire donne celui-ci : ^ 
Corollaire VIII. Le» m tnn- Corollaire VII I. Par les m 

gentes menées à une ligne du m""** points ou des tangentes issues d'un 
ordre, par ses points d'intersec- 'même point touchent une ligne 
tion avec une transversale recti- du m""" ordre , on ne peut lui 
ligne quelconque , coupe de nou- mener que m{m — 2) nouvelles 
veau la courbe en m\m — a) points tangentes seulement , lesquelles 
seulement, lesquels appartiennent touchent toutes une seule et même 
tous à une seule et même ligne ligne du '{m — 2/"* ordre (*). 
du (m— 2)'™' ordre (*). 

s- 1». 

Considérons présentement trois lignes du m àm ' ordre , données sur 
un même plan , par les équations rationnelles en x et y 

JX=o , (1) Jf'=o , (2) Jf=p ; (3) 
elles auront, deux a deux, m' points d'intersection. Soit encore, 
comme ci-dessus, m— /?+y , et supposons que ces courbes passent 
toutes trois par les mêmes /»(/>+?) points, appartenant tous à une 
seule et même ligne du//"*' ordre, donnée par l'équation- ration- 
nelle , en x et y , 

P=o ; 



(*) A la page 3i5 du précédent volume, M. Vallès a démontré que les 
points de contact de toutes les tangentes menées à une ligne du m'™ ordre 
par en mime point de son plan r appartiennent tous à une seule et mime ligne 
du (m— î)'»™* ordre. Il eu résulte que tes tangentes menées à une ligne dit 
m"*"" ordre , par 1er points où elle est coupée par une transversale rtetiligne , 
touchent toutes une seule et .mime ligne du (m— i)' IW ordre. 

Tom. XVIL 3o 
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d'après ce qui précède ( théorème / ) , les points d'intersection res* 
tous de ces courbes , deux & deux , eu nombre de q(p-\-y) , pour 
chaque système de deux courbes , seront sur trois lignes du y 1 "" 
ordre dout nous supposons les équations 

Q=o , (4) Q'=o , (5) £"=:> j (6) 
chacune de ces dernières se rapportant aux deux qui ne lui corres- 
pondent pas dans la première série. On devra donc avoir par une 
détermination convenable de A et X' 

XM+M"=PQ' , XJW+M"=PQ i 
d'où 

ou bien 

V n X' • -, 

mais , d'après ce qui a été démontré ( §. I ) , pour une détermi- 
nation convenable -de f* , on doit avoir 

pM+M'=PQ' ; 

... *• 

puis donc qu en prenant ft=— —, on a 

il s'en suit qu'on doit avoir 

c'est-à-dire 

ce qui prouve que chacune des équations (4) » (5) , (6) est compor- 
tée par les deux autres , et que conséqnenimenl les trois courbes' 
qu'elles expriment se coupent exacteincut aux même* y* points. On 
» donc ce théorème général : 
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THÉORÈME II. Si trois lignes THÉORÈME II. Si trois ligne* 
Su (p-Hj) 1 ™ ordre , tracées sur du (p+q/* - * ordre, tracées sur un 
un même pian , passent par p(p-r-q) «ïAtk plan* ont p(p+q) tangen- 
points appartenant tous à une tes communes , touchant toutes une 
seule et même ligne du p'™ or- seule et même ligne du p 1 *"* or- 
dre ; les q(p+q) points tfinter- dre ; les q(p+q) tangentes com- 
tection restons de ces courbes , mûries restantes de ces ccurbes 
frises deux à deux , seront sur trois prises deux à deux , toucheront 
lignes du q"** ordre , se coupant trois lignes du q 1 *"* ordre , ayant 
tous aux mêmes q* points (*), toutes les mêmes q* tangentes com- 

munes. 

Parmi les corollaires , en nombre infini , qui résultent de ce théo- 
rème , bornons-nous a signaler les plus simples. Si d'abord nous 
•opposons p^= 0— t. Nous aurons celui-ci: 

Corollaire I. Si trois lignes du Corollaire L Si trois ligues du 
second ordre, comprises dans un second ordre , comprises dans un 
même plan et circonscrites a une même plan et inscrites a uu même 
même droite , sont deux à deux, angle , sont deux i deux inscrites 
circonscrites à trois autres droi- à trois autres angles ; les sommets 
les; ces trois dernières concour- de ces trois derniers apparlïea- 
ront en un même point. dront à une même droite. 

Observant ensuite que les deux côtés d'un même angle forment 
une ligne du second ordre, ce corollaire conduira au suivant : 

Corollaire II. Trois angles coin- Corollaire //.Trois droites com- 
pris dans un même plan étant prises dans un même plan ëlant 
circonscrits 1 une même droite , inscrites a on même angle , Ie s 
les trois droites anxqaellea ces trois angles auxquels ces mêmes; 
mêmes angles , pris deux a deux r droites , prises deux à deux , se- 

(*) fin supposant <|« lei p(p+ç) premiers pointa «mt Mtvei p-fy à p+f 
s ur p droite* , on aura le deuiïtïme théorème propose a démontrer à la page 
36 du présent volume , lequel n'est , connue l'on voit, qu'un osa très-par- 
ticulier de celui-ci. 
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seront circonscrits concourront en ront inscrites auront leurs soin- 
un même point (*). mets sur nue même droite (*). 

En remarquant que tes tangentes communes à deux courbes en sont 
aussi des cordes communes , le corollaire I donnera aussi le suivant : 

Corollaire III. Si trois lignes Corollaire III. Trois lignes dur 
du second ordre qui se touchent second ordre se touchant au même 
au même point se coupent deux point , les sommets des angles 
à deux, leurs trois cordes corn- qu'on leur circonscrira deux à deu* 
mimes concourront en un même appartiendront tons trois à" une 
point. même droite. 

Dans tout hexagone inscrit à une ligne du second ordre , les cotés de 
rangs pairs , les côtés de rangs impairs et les diagonales qui joignent 
les sommets opposés , peuvent être considérés comme trois lignes 
du troisième ordre ayant six points communs, d'où il suit, par le 
théorème général , qu'on a encore ce corollaire. 

Corollaire /K. Dans tout liera- Corollaire IV. Dans tout hexa- 
gone inscrit à une ligne du se- gone circonscrit A une Kgne du se- 
cond ordre, les diagonales qui condordre, les rfroitesqui joignent 
joignent les sommets opposés sont respectivement les points de con- 
cours respectivement soi* par tes cours des directions des cotés op- 
côtés de rangs pairs soit par ceus posés soit avec les sommets do 
de rang impair qui ne leur sont rangs pairs soit arec les sommets 
pas adjaceus en trois points qui de rangs impairs qui u 'appartiens 
appartiennent à une même droite -, rient pas à ces côtés concourent tou- 
et les droites auxquelles appar-r tes trois en un même point ; et les 
tiennent ces deux systèmes de points o« concourent ces deux 
trois points concourent sur la droite systèmes de trois droites sont en 
qui contient les trois points de ligne droite avec celui où conçoit- 
concours des directions des côtés rent les trois droites qui joignent, 
opposés de l'hexagone. les sommets opposés de l'hexagone. 

<*) On ne démontre d'ordinaire cette (*) On ne démontre d'ordinaire 'ce 

proposition que pour le cm particulier théorème que pour le cm particulier 

ou les trou sommet* sont «a ligne où les trois droites concourent en rai , 

droite. même point. 
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SECTION DEUXIÈME. 

Propriétés générales des surfaces courbes. 

Soit une figure à trois dimensions, composée de tant de points, 
droites , plans courbes planes et à double courbure et surfaces cour- 
bes qu'on voudra. Concevons qu'ayant décrit arbitrairement une 
surface quelconque du second ordre, on construise, dans L'espace, 
une autre figure dont tous les points , toutes les droites et tous les 
plans soient les pôles , polaires conjuguées et plans polaires des plans , 
droites et points de la première , par rapport à celte surface du 
second ordre , considérée comme directrice ; les deux figures ainsi 
tracées seront dites polaires réciproques l'une de l'autre ; attendu que 
la première pourra être déduite de la seconde comme cetle-ci est 
supposée l'être de l'autre. Or, d'après les propriétés connues des 
pôles , polaires conjuguées et plans polaires , voici les relations prin- 
cipales qui se trouveront exister entre ces deux figures. 

i." Autant il y aura dans l'une -1.* Autant il y aura dans l'une 
de systèmes de points situés dans de systèmes de plans concourant 
un même plan, autant on ren- en un mêrae point, autant on ren- 
contrera dans l'autre de systèmes contrera dans l'autre de systèmes 
d'un égal nombre.de plans con- d'un égal nombre de points situés 
courant en un même point. dans un même plan. 

2. Autant il y anra dans l'une 2.* Autant il y aura dans I^uoe 
de systèmes de points situés en de systèmes de plans se coupant 
ligne droite, autant on rencontrera suivant une même droite, autant 
dans l'autre de systèmes d'un égal on rencontrera dans l'autre de sys- 
nombre de plans se coupant sui- ternes d'un égal nombre de points 
vaut une même droite. situés en ligne droite. 

3.* Autant iïy aura dans l'une 3.* Autant il y aura dans l'une 
de systèmes de droites situées dans de systèmes de droites concourant 
un' même plan , autant on ren- en un même point, autant on ren- 
Tom.XFIJ t n,* FUI, r.*' février 1837. 3i 
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conircra dans l'autre de systèmes 
d'un égal nombre de drui:es con- 
couraut en un même point. 

4" Autant il y aura dansj'une 
de systèmes de points situés sur 
une mOme courbe plane , autant 
on rencontrera dans l'autre de sys- 
tèmes d'un égal nombre de plans 
tangens à une môme surface co- 
nique. 

5.* Autant il y anra dans l'une 
de systèmes de points situés sur 
une même courbe à double cour- 
bure , autant on rencontrera -dans 
l'autre de systèmes d'un égal 
nombre de plans tangens à une 
même surface développable. 

6° A des points d'intersection 
d'une courbe plane avec une sécante 
rectiligne, dans l'une des figures, 
répondront dans l'autre un égal 
nombre de plans tangens à une 
même surface conique , tous is- 
'Sus. d'une même droite passant 
par son sommet. 

•}.* A des points d'intersection 
d'une courbe à double courbure 
avec un plan sécant , dans l'une 
des figures , répondront dans l'au- 
tre un égal nombre de plans tan- 
gens à une même surface déve- 
. loppable , tous issus d'un même 
point, 
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contrera d;ms l'autre de systèmes 
d'un égal nombre de droites sî- 
UkVs dans un nu'me plan. 

4-* Autant il y aura dans l'une 
de systèmes de plans tangens k 
une même surface conique, au- 
tant on rencontrera dans l'autre 
de systèmes d'un égal nombre de 
points situes sur une même courbe 
plane. 

5.° Autant il y aura dans l'une 
de systèmes de plans tangens à 
une même surface développa- 
ble , autant on rencontrera dans 
l'autre de systèmes d'un égal nom- 
bre de points situés sur une même 
courbe a double courbure. 

6." A des plans tangens à une 
même surface conique , tons is- 
sus d'une même droite passant 
par son sommet , dans l'une des 
figures , répondront dans l'autre 
un égal nombre de points d'in- 
tersection d'une courbe plane avec 
une sécante rectiligoe. 

7.* A des plans tangens à une 
surface développable , tous issus 
d'un même point , daus l'une des 
figures , répondront dans l'autre 
un égal nombre de points d'in- 
tersection d'une même, courbe à 
double courbure avec un plan sé- 
cant. 
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. 8.° Autant il y aura ,. dans l'une 
des figures , de points communs 
à deux ou à un plus grand nom- 
bre de courbes planes r situées 
dans un même plan , autant on 
rencontrera dans l'autre de plans 
tangens à deux ou à un plus 
grand nombre de surfaces coni- 
ques de même sommet. 

9.* Aulant il y aura, dans l'une 
des figures , de tangentes com- 
munes à deux ou un plus grand 
nombre de courbes planes, com- 
prises dans un même plan , au- 
tant on rencontrera dans l'autre 
d'intersections de deux ou d'un 
plus grand nombre de surfaces 
coniques de même sommet. 

10.* Autant il y aura, dans 
l'une des figures , de systèmes de 
points situés sur une même courbe 
à double courbure , autant on ren- 
contrera dans l'autre de systèmes 
d'un égal nombre de plans tan- 
gens à une même surface déve- 
loppable. 

n." A toute surface dévelop- 
pable, circonscrite à la rois à 
deux ou à un plus, grand nombre 
de courbes à double courbure , 
dans l'une des figures, répondra 
dans l'antre une courbe à dou- 
ble courbure inscrite & lu fois à 
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8." Autant il y aura , dans l'une 
des- figures, de plans tangens com- 
muns à deux on à un plus grand 
/ nombre de surfaces coniques de 
même sommet , autant ou rencon- 
trera dans l'autre de points com- 
muns k deux ou à un plus grand 
nombre de courbes planes, com- 
prises dans un même plan. 

9. Autant il y aura, daus l'une 
des figures , d'intersections de 
deux ou d'un plus grand nom- 
1 bre de surfaces coniques de même 
sommet, autant on rencontrera 
dans l'autre de tangentes commu- 
nes à deux ou à un plus grand 
nombre de courbes planes , com- 
prises dans un même plan. 

io.° Autant il y aura, dans 
l'une des figures , de systèmes de 
plans tangens à une même sur- 
face développable , autant on ren- 
contrera dans l'autre de systèmes 
d'un égal nombre de points si- 
tués sut une même courbe à dou- 
ble courbure, 

11.® A toute courbe à double 
courbure , inscrite à la fois à deux 
ou à un plus grand nombre de 
surfaces développai» les , dans l'une 
des figures , répondra dans l'au- 
tre une surface développable cir- 
conscrite à la fois à un égal nom- 
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uu égal nombre de surfaces dé- 
yeloppablcs. 

ia.° Autant oh rencontrera > 
dans l'une des figures, de points 
communs à deux ou à uu plus 
grand nombre de courbes à dou- 
ble courbure , autant il y aura 
dans l'autre de plans tangeos com- 
muns à un égal nombre de sur- 
faces développâmes. 

1 3.° Autant ît y aura dans l'une 
de systèmes de points situés sur 
une même surface courbe, au- 
tant on rencontrera dans l'autre 
de systèmes d'un égal nombre de 
plans tangens à une autre sur- 
face de même ordre. 

14. A des courbes planes , 
intersection d'une même surface 
courbe arec un plan sécant, dans 
l'une des figures, repondront, dans 
l'autre un égal nombre de sur- 
faces coniques de même sommet, 
circonscrites à une autre surface 
de même ordre. 

i5.° A des points on une même 
surface courbe est percée par une 
droite , dans l'une des figures , 
répondront dans l'autre un égal 
nombre de plans tangens à une 
surface de même ordre, se cou- 
pant suivant une même droite. 
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bre de courbes à double cour- 
bure, 

1 2.° Autant on rencontrera, dans 
l'une des figures , de plans tangens 
communs à deux ou a un plus grand 
nombre de surfaces dévcloppables , 
autant il y aura dans l'autre de 
points communs a un égal nom- 
bre de combes à double courbure.' 

1 3." Autant il y aura dans l'une 
de systèmes de plans tangens à 
une même surface courbe, autant 
on rencontrera dans l'autre de sys- 
tèmes d'un égal nombre de points 
situés sur une autre surface de 
même ordre. 

i4-° A des surfaces coniques 
de même sommet circonscrites a 
une même surface courbe, dans 
l'une des figures, répondront dans 
l'autre un égal nombre de cour- 
bes planes , intersections d'un plan 
sécant avec une autre surface de 
même ordre. 

i5.° A des plans tangens à une 
même surface courbe , se cou- 
pant suivant une même droite, 
dans l'une des figures , répon- 
dront dans l'autre un égal nom- 
bre de points où une surface de 
même ordre est percée par une 
mfrae droite: 
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•'16* Amant on rencontrera, 
dans l'une des figures, de cou r- 
bes-Â double courbure, intersec- 
tions de deux ou d'un plus grand 
nombre de surfaces courbes , au- 
tant il y aura dans l'autre de sur* 
faces développables circonscrites 



16 ° Autant on rencontrera, 
dans l'une des figures, de sur- 
faces développables circonscrites 
à deux on à un plus grand nom- 
bre de surfaces courbes, autant 
H y aura dans l'autre de courbes 
à double courbure , intersections - 



a un égal nombre de surfaces de d'un égal nombre de surfaces de 
même ordre. même ordre. 

■ 17.* Enûn , autant il y aura , 17.' Enfin , autant il y aura , 

dans l'une des figures , du points dans l'une des figures, de plans 
communs à trois ou a un- plus tangens communs à trois ou & 
grand nombre de surfaces cour- on plus grand nombre de surfa- 
bes, autant on rencontrera dans ces courbes , autant on rencon- 
l'autre de plans tangeos communs trera dans l'autre de points cpm- 
à un égal nombre de surfaces de muns à un égal nombre de sur- 
même ordre. faces de même ordre. 

Il importe extrêmement de se rendre ces diverses relations bien 
familières, parce qu'en même temps qu'elles peuvent faire décou- 
vrir un grand nombre de théorèmes elles en rendent toute démons- 
tration superflue (*). En les appliquant, par exemple, aux vingt- 
six propositions établies dans la section première , on en déduira 
vingt-six autres propositions de géométrie à trois dimensions, re- 
latives à des surfaces coniques de même sommet et à des plans et 
droites passant par leur sommet commun.. En particulier , les deux 
corollaires V du théorème I douneront les deux propositions sui- 
vantes • 

Dans tout angle hexaèdre ins- Dans tout angle hexaèdre cir- 



' (*} Ce sont aussi ces analogies qu'il faudrait, consulter» si l'on voulait 
reconstruire la langue de la géométrie surun plan plus symétrique ; elles en 
deviendraient aussi pur- là beaucoup plus faciles à saisir. 
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criplible à une surface conique conscriptible à une surface coni- 
du second ordre , K'S droites sui- que du second ordre , les plans 
Tant lesquelles concourent les di- qui contiennent les arêtes oppo- 
rections des faces opposées, appar- se'es se coupent tous, trois suivant 
tiennent toutes trois à un même une même droite» et réciproque- 
plan , et réciproquement. ment. 

Il en serait exactement de même de toutes les autres; mais.» 
comme ces sortes de traductions sont ton t-à- fait sans difficulté*, nous 
ne nous y arrêterons pas. Nous observerons seulement que si , après 
les avoir toutes exécutées , on imagine le sommet commun des cô- 
nes transporté au centre d'une sphère, on verra incontinent qu* 
des théorèmes analogues ont lieu pour des figures tracées sur une 
surface sphérique , et qu'ils s'y correspondent deux a deux comme 
sur un plan , comme il doit résulter d'ailleurs de la propriété con- 
nue des triangles sphériques supplémentaires l'un de l'autre , pourvu 
qu'on y remplace les lignes droites par des arcs de grands cercles". 

Dans tout ce qui va suivre, nous réputerons également comme 
surface d'un certain ordre, soit une surface effective de cet ordre, 
soit un système équivalent de surfaces d'ordres inférieurs , c'est-- 
à-dire , de surfaces données par une équation unique, d'un degré 
égal à l'ordre proposé. Ainsi , par exemple , le système de deux 
surfaces des p"™ et q'"** ordres sera réputé une surface unique du 
O-f-?)'"-* orC ! re J pareillement , le système de m plans sera réputé 
une surface unique du m""* ordre. 

Nous convenons aussi de coin- Nous convenons aussi de com- 
prendre , parmi les intersections prendre , parmi les plans tangens 
de deux ou de trois surfaces , à deux ou à trois surfaces cour- 
leurs intersections idéales , aussi bes , leurs plans tangens idiah , 
bien que leurs intersections réel- aussi bien que leurs plans tan- 
fer, leurs intersections infiniment gens réels , leurs plans tangens 
distantes , aussi bien que leurs infiniment distans aussi bien que 
intersections accessibles ; de sorte leurs plans tangens accessibles ; 
que , dans notre langage, le nom- de sorte que , dans notre langage» 
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bre des points d'intersection de le nombre des plans langeas cotn- 
trois surfaces sera constamment inuns à trois surfaces sera cons- 
égal au produit des degrés de lamment égal au produit des de- 
leurs -équations. grés de leurs équations. 

Ainsi que nous l'avons pratiqué dans la section première , à me- 
suce que , par quelque moyen que ce soit , nous serons parvenus 
à établir un théorème , nous écrivons à sa droite le théorème qui 
s'en déduit par la théorie des polaires réciproques , sans nous ar- 
rêter à le démontrer ; bien certains que l'un ne saurait être vrai 
■ans que l'autre le soit également. 

§• i. 

Ces choses ainsi entendues» considérons dans l'espace deux sur- 
feces du ni"" ordre , rapportées aux mêmes axes queteouques , et 
ayant respectivement pour équations rationnelles eu s , y , z, 

M=o t (i) Jf'-o i (a) 

elles se couperont suivant un certain nombre de lignes, droites ou 
courbes, planes, ou à double courbure, données par ces mêmes 
équations , considérées comme appartenant à an même problème 
indéterminé à trois inconnues. 

Soit représentée par X une constante indéterminée et soit posée 
l'équation 

W+Jf'=o ; (3) 

chacune de nos trois équations sera évidemment comportée par les 
deux autres , quel que soit A ; de sorte que , de quelque manier J 
-qu'on les combine deux à deux , elles établiront constamment les 
mêmes relations entre x , y , z ; mais , & cause de l'indétermina- 
tion de A , la dernière appartient à une infinité de surfaces du 
ni"" ordre ; donc ces surfaces ont la propriété commune de cou- 
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per l'une quelconque des deux proposées précisément suivant ton- 
tes les lignes et les seules lignes qu'y détermine l'autre. 

Réciproquement , toute s ni fit ce qui coupera l'une quelconque des 
deux proposées précisément suivant toutes les lignes et suivant les 
seules lignes qu'y détermine l'autre , devra être une surface du m'"" 
ordre dont l'équation soit comportée par les équations (i) et (3); 
cette équation devra donc être un cas particulier de l'équation (3) , 
et de nature à pouvoir en être déduite par une détermination con- 
venable de la constante arbitraire X. 

Soit m=zp+a , p et y étant deux nombres entiers positifs , et 
supposons que , pour une certaine valeur de la constante X , l'é- 
quation (3) prenne la forme 

pç=o, (4) 

P et Q étant deux facteurs rationnels des p""" et o i "" degrés, il 
s'ensuivra que , pour cette valeur de X , l'équation (3) n'exprime 
plus une surface unique/ mais le système de deux surfaces des 
/>'""* et q"" ordres, sur. lesquelles doivent conséquent ment se trou- 
ver distribuées les lignes d'intersections des deux proposées. 

Réciproquement , si la nature et la situation respective des deux 
proposées sont telles que, parmi leurs lignes d'intersection, H s'en 
trouve qui soient toutes situées sur une seule et même surface du 
p" m ' ordre , ces lignes seront de nature à être déterminées par la 
combinaison de l'une quelconque des équations (1) et (2)' avec nue 
équation rationnelle du p"" degré ; puis donc que toutes les lignes 
d'intersection s'obtiennent par la combinaison de la même équation 
avec l'équation (3) , il s'ensuit que le premier membre de celle 
dernière doit',: par une. détermination convenable de la constante 
arbitraire X , acquérir un facteur rationnel P dn p'"' degré ; ce pre- 
mier membre devra donc , pour cette même valeur , avoir un an- 
tre facteur rationnel Qdv <?*"" degré. Cette équation sera donc alors 
delà forme de- l'équation- (4) ; en sorte que les lignes d'intersection; 
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restantes se trouveront toutes appartenir a une seule et même sur- 
face du y f "". ordre. On a donc ce théorème général : 

THÉORÈME III. Si, parmi THÉORÈME III. Si, parmi 
Ht lignes droites ou courbes , les surfaces planes , coniques ou 
planes ou à double courbure sui- diveloppables circonscrites à deux 
want lesquelles se coupent , dans surfaces du (p+q)"** ordre, il 
t espace, deux surfaces du (p+q)*"* s'en trouve une partie qui soient 
ordre ,' il s'en trouve une par- toutes circonscrites à une seule 
lia qui soient toutes situées sur et mime surface du p 1 *" ordre ; 
une seule et mime surface du les surfaces circonscrites restan- 
pj!^* ordre; les intersections res- tes seront toutes circonscrites à 
tantes seront toutes situées sur une seule et même surface du 
une seule et mime surface du q 4 *" ordre. 
gf ™ ordre. 

La vérité du théorème dépendant uniquement du degré com- 
mun des deux équations et non du nombre et la nature des sur- 
faces que chacune d'elles exprime , il ue cessera pas d'être vrai lors- 
qu'elles exprimeront , l'une et l'autre , des systèmes de p-\~q plans. 
On a -donc ce premier corollaire : 

Corollaire T. Deux systèmes de Corollaire I. Deux systèmes de 
pA-q plans existant dans l'espace , p-\-q points existant dans l'espace , 
n , parmi les (p+q)' droites sui- si , parmi les (p -f-y)* droites qui 
Tant lesquelles les plans de l'on joignent les points de l'un de ces 
des systèmes coupent les plans de systèmes à ceux de l'autre sys- 
l'autre système , il s'en trouve tème , il s'en trouve p(p'Yq) qui 
p{p-\-q) qui appartiennent 1 une appartiennent à une sente et même 
seule et même surface réglée du surface réglée du p""* ordre , les 
p*" ordre ; les q(jf\-q) droites q(p-^-q) droites restantes appar- 
restanles appartiendront à uneseule tiendront à une seule et même 
et même surface réglée du a*** surface réglée du q*"" ordre, 
ordre. 

■ On sait que* par chacun des points d'une surface réglée du se- 
cond ordre on peut tracer deux droites qui y soient entièrement 
Tom. XVIU 3a 
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situées ; que par conséquent une telle surface peut, de deux ma- 
nières différentes , être engendrée par le mouvement d'une droite, 
et que chacune des droites de l'une des générations est coupée par 
toutes les droites de l'autre génération ; d'où il suit évidemment 
que l'on peut toujours, sur une telle surface, tracer un polygone,, 
recliligne gauche de zm côtés dont les côtés soient alternativement 
des portions de droites de l'une et de l'autre générations. . 

Si l'on considère ensuite les plans des angles de rangs pairs du 
polygone et les plans de ses angles de rangs impairs comme deux 
systèmes de m plans, les plans de l'un des systèmes couperont ceux 
de l'autre système suivant m* droites, et nm de ces droites seront' 
les côtés même du polygone gauche dont il s'agit , et appartien- 
dront ainsi à une même surface réglée du second ordre. Supposant 
donc, dans le précédent corollaire , p-\-ç—m , et alternativement y» 
et y égaux à deux , on reconnaîtra que les m(m— a) intersections 
restantes doivent appartenir è une seule et même surface réglée du 
(m— 2) Um * ordre. On a donc cet autre corollaire : 

Corollaire IL Dans tout poly- Corollaire II. Dans tout poly- 
gone rectiligne gauche de s/n cô- gone recliligne gauche de sm cô- • 
tés , exactement applicable sur tés , exactement applicable sur 
une surface réglée du second or- une surface réglée du second or-- 
dre , les plans des angles de rangs dre , les droites qui joignent les . 
pairs et ceux des angles de rangs sommets de rangs pairs au i soin - 
impairs qui ne leur sont pas cou- mets de rangs impairs non con- 
sécutifs se couper^ suivant m(m-2) séculifs , au nombre de m(/n— 2) , 
droites qui appartiennent toutes à appartiennent toutes à une seule et 
une seule et même surface réglée même surface réglée du (m— a) toM . 
du (m— a)" 1 " ordre , et réciproque- ordre , et réciproquement, 
ment' 

Dans le cas particulier où l'on supposera m=3 , ce corollaire se 
changera dans le suivant : 

Corollaire III. Daus tout hexa- , Corollaire III. Dans tout hexa- 
gone rectiligne gauche exacte- gone rectiligne gauche exacte- 
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ment applicable à une surface ré- ment applicable à une surface ré- 
glée du second ordre, les droi- glée du second ordre, les droi- 
tes suivant lesquelles se coupent tes qui joignent les sommets op- 
tes plans des angles opposés, ap- posés , concourent toutes trois en 
parviennent toutes trois à un même un même point , et réciproque- 
plan , et réciproquement (*). ment (*). 

Si , dans le même corollaire , on suppose m=4 » on obtiendra 
le suivant : 

Corollaire IV. Dans tout oc- Corollaire IV. Dans tout octo- 
togone reclîligne gauche , exacte- gone rectîligne gauche, exacte- 
ment applicable sur une surface ment applicable sur une surface 
réglée du second ordre , les huit réglée du second ordre , tes huit 
droites suivant lesquelles les plans droites qui joignent les sommets 
des angles de rangs pairs coupent de rangs pairs aux sommets de 
les plans des angles de rangs im- rangs impairs qui ne leur sont pas 
pairs qui ne leur sont pas consé- consécutifs , appartiennent toutes 
cutifs, appartiennent toutes à une à une autre surface réglée du se- 
autre surface réglée du second or- cond ordre , et réciproquement, 
dre , et réciproquement. 

Si , dans le théorème général , on suppose p=o= i , on aura cet 
autre corollaire: 

Corollaire F. Si deux surfa- Corollaire V. Si deux surfaces 

ces du second ordre se coupent du second ordre sont inscripti- 

suivant deux courbes dont l'une blés à deux surfaces développa- 

soit une courbe plane , l'autre blés dont l'une soit une surface 

sera aussi nécessairement une conique, l'autre sera aussi néces-, 

courbe plane. sairement nue surface conique. 

En considérant que deux surfaces courbes qui se touchent en un 



(*) On reconnaît ici les deux élégans théorèmes de M Dandelin, démon-, 
très tom, XV ( pag. 3g3 ) et tom. XVI ( pag. aao. ). Ce» théorèmes ne 
sont , comme l'on voit, que des cm très-particuliers de nos corollaires II. 
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point sont censée avoir , en ce point , une section phne , située 
dans le plan tangent au même point» on conclura encore de là ce 
nouveau corollaire : 

Corollaire FI. Si deux snrfa- Corollaire FI. Toute surface, 
ces du second ordre qui se cou- développable circonscrite à dent 
pent se touchent en outre en nn surfaces du second ordre, qui se 
point, elles se couperont néces- touchent est nécessairement une 
sairement suivant une courbe surface conique, 
plane. 

Si deux surfaces du second ordre se touchent suivant une ligne 
courbe , cette ligne pourra lire considérée comme une commune 
seciion des deux surfaces; mais on pourra aussi , d'après ce qui • 
a été* observé plus haut , considérer comme tel un quelconque des 
points de leur ligne de contact ; et comme cette dernière intersec- 
tion est plane , l'autre devra l'être également. On a donc cet au- 
tre corollaire ; 



Corollaire Fil. Deux surfaces 
du second ordre inscrite et cir- 
conscrite l'une a l'autre se tou- 
chent suivant une courbe plane. 



Corollaire FIL Deux surfaces 
du second ordre inscrite et cir- 
conscrite l'une à l'autre sont ios- 
criptiblesà une même surface co- 
nique. 
Si l'on suppose que l'une des deux surfaces dn second ordre 
soit elle-même une surface conique , on aura cette proposition con- 
nue : 

Corollaire FIJI. Toute sueface Corollaire FUI. Toutesurface 
conique circonscrite à une sur- développable qui touche une sur- 
face du second ordre, la touche face du second ordre suivant une 
suivant une courbe plane. courbe plane, est une surface co- 

nique. 
Le raisonnement qui nous a conduit an corollaire Vit , appliqué 
au théorème général, nous conduira à cet autre corollaire, dont 
celui-là n'est qu'un cas particulier : 

Corollaire IX. Si deux surfa- Corollaire IX. Si. deux surfa- 
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«es du m'**' ordre 'sont inscrites cm du m^** ordre sont inscrites 
et circonscrites l'une à l'autre, et circonscrites l'une à l'autre, les 
leurs lignes de contact apparlieu- surfaces développables qui leur 
dront toutes à une seule et même seront circonscrites toucheront 
surface du (m— iY™ ordre au toutes une seule et même sur- 
plus. -. face du (m — i)™"* ordre au plus. 

Daus te cas particulier où l'une des deux surfaces proposées sera 
une surface conique-, on aura ce nouveau corollaire : 

Corollaire X. Toute surface Corollaire X. Tout système de 
««nique circonscrite à une surface surfaces developpables qui . tpo-V 
du jw""" ordre la touche suivant chent une surface courbe quelcyn- 
un système de courbes qui appar- ■ que suivant une section plane 
tiennent toutes i une seule et même quelconque faite dans cette sur- 
surface du :(«•+»« /*" ordre au . face *s*cîrconscriptjbleà une seule' 
plus (*). et même surface du (m— i)*"" or- ' 

dre au plus. > ' 

s- «t ; "■-"' [ 

Considérons , en second lieu , trois surfaces du m 1 " 
Bées par les équations rationnelles ,. en s , y , z , 



ordre, don- 



M= 



(I) M>=0, (2) 



=0 ; (3) 

elles se couperont, deux à deux , suivant diverses, ligues^ dwïtf» 
ou courbes, planes ou à double courbure. 

Soit toujours m—p-\-q ,' et ■supposons que ces trois surfaces aient 
un certain nombre de leurs lignes d'intersection communes , et que 
ces lignes d'intersection communes^pp«xliaiUnnft toute* A iméseùiq 



(*) Od reconnaît ici le théorème démontré* par M. Vallès, à la page 3i5 
du précédent rolume. Moui avions négligé, à l'endroit cité, de signaler son 
correspondant. '•• - : i ■'. " ■' "• •' 
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et même surface du /»"*"* ordre , donnée par l'équation rationnelle 

P=o, , 

d'après ce qui précède ( Théorème III ) , les lignes d'intersection 
restantes de ces surfaces , prises deui à deux , seront sur trois sur- 
faces du o'"" ordre , dont uous supposerons les équations 

Ç=o, (4) ^=0, (5) Ç"=o; (6) 

chacune de ces dernières étant supposée relative aux deux qui ne 
lui correspondent pas parmi les trois autres. On devra donc avoir 
pour une détermination convenable de X et V , *' 

i 

W+M"=P<? , i'M'+M»=PQ ; 

d'où. ' 

Xlt— VM<=P(Q'— Ç) , 
ou bien . ■ -, 

- -Lm+m<=p.2=2L ; 

mais , d'après ce qui a été démontré ( §. I ) , pour une déiermï- 
àatien convenable de p, ou doit avoir 

puis donc qu'en posant . | 



ïM+M'=P.££- 



U s'ensuit qu'on doit avoir 
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Q-7 



=Q" 



.c'est-à-dire , 



X>Q»+Q>=Q i 



ce qui montre que chacune des trois équations (4)> (^)t (6) 
est comportée par les deux autres , et que conséquent ment les trois . 
surfaces qu'elles expriment se coupent exactement suivant les mê- 
mes lignes. De là naît ce théorème : 

THÉORÈME IF, Si trois THÉORÈME IF. Si trois sur- 
surfaces du (p+q)'™ ordre pas~ faces du (p+q)""" ordre sont _ 
sent toutes par un certain nom- toutes inscrites à un certain nom- 
bre de lignes , droites ou courbes t bre de surfaces dèveloppables , cir- 
planes ou À double courbure ^ap- consentes elles-mêmes à une seule 
partenant à une seule et mime et mime surface du p"*" ordre , 
surface du p 1 ™* ordre , leurs leurs surfaces développa blés cir- 
lignes d'intersection restantes t consentes restantes, deux à deux t 
deux à deux , appartiendront à seront circonscrites à trois sur- 
irais surfaces du q 1 *** ordre , se faces du q™* ordre , qui auront 
coupant suivant les mimes lignes* leurs surfaces développai les cir- 
conscrites communes. 
De ce théorème , on peut conclure , comme cas particuliers , une 
infinité de corollaires , parmi lesquels nous nous bornerons à si- 
gnaler les plus simples. , 
Corollaire I. Si, par une. Corollaire L Si , à une. même 
même courbe plane du second surface conique du second ordre , 
ordre, on fait passer trois surfa- on inscrit trois surfaces de cet or- 
ces de cet ordre qui se coupent ' drequi puissent être de nouveau, 
de nouveau deux à deux ; elles inscrites ;deuxàdeux.à dés surfaces 
se couperont suivant trois courbes développables ; ces dernières se- ■ 
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planes dont les plans passeront ronl également des surfaces co- 
lons trois par une même droite, niques, -et leurs sommets appar. 
tiendront tous trots i une même 
droite. 
En remarquant que trois surfaces courbes qui se touchent en un 
même point sont censées avoir en ce point une section plane com- 
mune, située dans leur plan tangent, on aura cet autre corollaire. . 

Corollaire IL Si trois surfa- Corollaire IL Si trois surfaces 
ces du second ordre qui se ton- du second ordre qui se touchent 
client au même point se coupent bu même point sont inscriptibles 
deux à deux, elles se couperont deux à deux à des surfaces dé- 
suivant des courbes planes, dont veloppabtes, ces dernières seront 
les plans passeront tons trois par des surfaces coniques , dont les 
une même droite. sommets appartiendront tous trois 

à une même droite. 
En considérant un angle tfièdre comme une surface unique du 
troisième ordre , on aura Aussi ce Corollaire : 

Corollaire Ht. Trois angles Corollaire III. Trots triangle» 
trièdres étant circonscrits à un étant inscrits & un même angle 
même triangle ( indépendamment tfièdre, indépendamment des trois 
des trois cotés de ce triangle, îls arêtes de cet angle trièdre, les 
se couperont encore deux a deux sommets de ces triangles, coflsi- 
sùîvant six droites appartenant dérés deux à deux détermineront 
toutes à une -seule et même sut- six droites appartenant toutes à 
face réglée du second ordre; et une seule et même surfaces ré- 
les surfaces réglées ainsi déterrhi- gtée du second Ordre ; et les sur- 
nées se couperont toutes trois sui- faces réglées ainsi déterminées se 
vaut les mêmes courbes. couperont toutes trois suivant les 

mêmes courbes. 

g. DL 

Soient de nouveau trois surfaces du m*"" ordre , données par 
les équations rationnelle* e» * t J» * 
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M=o , (i) Jb"=o » (2) Jf"=o ; (3) 

Ces surfaces se couperont en m } points qui , dès que m sera plus 
grand que deux, ne pourront-plus être supposés quelconques , puis- 
qu'alois m 3 surpassera le nombre des points qu'il est permis de 
prendre au hasard dans l'espace , pour déterminer complètement 
une surface unique du m'"" ordre- Dans tous les cas, ou obtiendra, 
les coordonnées de ces différons poiuts , en considérant x y y t z, 
dans les équations ( 1 ) , ( a ) , ( 3 ) , comme tes inconnues d'un 
même problème déterminé. 

Soient représentées par X et V deux constantes, indéterminées , et 
soit posée l'équation 

XM+X'M'+M»=o ; (4) 

cette équation , à cause de l'indétermination de X et X f , exprimera 
une infinité de surfaces du m'"" ordre , et , «omme chacune, de nos 
quatre équations est comportée par les trois antres , chacune de ces 
surfaces- coupera précisément les lignes d'intersection de deux. quel- 
conques des trois proposées en tous les points et aux seuls. points 
où ces lignes seraient coupées par la troisième. 

Réciproquement, tome surface qui coupera les lignes d'inter- 
section de deux quelconques des trois proposées précisément erT 
tous les points et aux seuls points où ces lignes seraient coupées 
par ta troisième , devra être une surface du m""" ordre, dont l'é- 
quation soit comportée par les équations ( 1 ) , ( a ) , (3); cette 
équation ne pourra donc être qu'un cas particulier de l'équation 
(4) et de nature à pouvoir en' être déduite par une détermina- 
tion convenable des' constantes arbitraires X et X'. 

Soitm^+y, p et 7 étant des nombres entiers positifs, et sup- 
posons, que la nature et la situation respective des trois proposées' 
soient telles que, parmi, leurs m 3 ou (p+f)* points d'intersection . il 
Tom. Xril. 33 
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y en ait /»(/>+?)" qui se trouvent tous appartenir a une seule et 
même surface du p'"" ordre ; .ces points pourront ainsi être obte- 
nus par la combinaison de deux quelconques des équations ( i ) , 
( a ) , ( 3 ) avec une équation rationnelle du p 1 "" degré ; puis donc 
que tous les points d'intersection sont obtenus par la combinaison, 
des deux mêmes équations arec l'équation ( 4 ); il s'ensuit que cette 
dernière équation devra, pour des valeurs convenables de l et A' , 
acquérir un facteur rationnel P du />'""* degré j, son premier mem- 
bre devra donc avoir, dans ce cas, un autre facteur rationnel Q 
du y - "* degré qui , égalé à son tour à zéro , fera connaître, par la 
combinaison de l'équation résultante avec les deux mêmes équations , . 
les aip-^'/Y points d'intersection restans , lesquels se trouveront ainsi 
appartenir tous à une seule et même surface du q'"" ordre. De là 
naît ce théorème général: 

THÉORÈME F. Si j parmi THÉORÈME F. Si , parmi 
les (p+q,* points d'intersection les (p+q)* plans tangens 'Corn- 
de trois surfaces du ( p+q)""" or- muns à trois surfaces du (p-Hq)""* 
dre\ il s'en trouée. p(p+-q)* oui .ordre , il s'en trouve p(p+q)» 
appartiennent tous à une seule et qui soient tous tangens à une seule 
même sur/ace du p 1 "" ordre ; tes et même surface du p""* ordre ; 
q.'p-f*q)' points xf intersection res- les q(p+qï* pions tangens com- 
tans appartiendront tous à une muns restans toucheront tous une 
seule et même surface du q 1 "™ or- seule et même surface du q"™ 
dre. ■ ordre. 

La vérité de ce théorème dépendant uniquement du degré com- 
mun des trots équations, et non du nombre et de la nature des 
surfaces : exprimées par chacune d'elles , il ne cessera pas d'être 
Trai lorsqu'elles exprimeront des systèmes de p-b q. pians. On a donc < 
ce premier' corollaire : > ', ■ ■ > ' ; . 

Corollaire I. Trois systèmes de Corollaire I. Trois systèmes de 
p^q plans existant dans l'espace ;si, p-^-q points existant dans l'espace; 
parmi les (p-f-q)* points communs si, parmi les (p4-q)* plans qui ■ 
à ces trois systèmes, il s'en trouve peuvent être détermines par des 
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p(p+f)' qui appartiennent ions points pris dans les trois systèmes, 
& une seule et même surface du il s'en trouve p(p-{-a)' qui tou- 
»"■" ordre , les a(p+ç)' points chent tous une seule et même sur- 
communs restans appartiendront face du p 1 "" ordre , les a(p+o)' 
tous à une seule et même sur- plans restans toucheront tous une 
face du g"™ ordre. seule et même surface du g""" or- 

dre. 

En supposant p—q — 1 , ce corollaire se changera dans le suivant : 
' Corollaire II. Trois angles diè- Corollaire II. Trois droites eiis- 
dres se coupant dans l'espace ; si tant dans l'espace; si , parmi les 
quatre de leurs huit points d'in- huit plans passant par les extré- 
tersection sont dans un même plan, mites des trois droites il s'en trouve 
les quatre points d'intersection quatre qui se coupent eu un même 
restans seront aussi dans un même point , les quatre restans se cou- 
plan. . peront aussi en un même point. 

Supposant ensuite p — t et y=i , on aura cet autre corollaire : 

Corollaire III. Si, parmi les Corollaire III. Si , parmi les 
vingt-sept points d'intersection de vingt-sept plans qu'on peut cen- 
trais angles trièdres dans l'espace, duire par les sommets de trois 
il s'en trouve dix-huit qui appar- triangles donnés dans l'espace , 
tiennent à une seule et même sur- il s'en trouve dix-huit qui tour- 
face du second ordre; les neuf chent tous une seule et même 
points d'intersection restans ap- surface du second ordre ; les neuf 
partiendront tous à un seul et plans restans se couperont tous 
même plan et réciproquement. en un un même poiut et récipro- 
quement. 

S\, dans le théorème général, on suppose p^ç = 1 , il prendra 
la forme suivante : 

Corollaire IF. Si quatre des Corollaire IV, Si quatre des 
huit points d'intersection de trois huit plans tangenscommonsalrois 
surfaces du second ordre sont dans, surraces du second ordre con~ 
.un même plan, leurs quatre points courent en tin même point, les 
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d'intersection restaus seront aussi quatre plans tongpns commnns 
d.ms un même plan. restons concourront aussi en un 

même point. 

S- v. 

Soient toujours les trois mêmes équations rationnelles du m"" de- 

. gré en x , y [, z , 

M=o , (i) M'=o , (a) M"=o ; (3) 

exprimant trois surface du m in " ordre dont les intersections déter- 
minent m* points de l'espace , desquels on obtiendrait les coordon- 
nées en considérai! t x , y t z comme les trois inconnues d'un même, • 
problème déterminé. 

Soient encore X, l' deux constantes indéterminées , et soient pas- 
sées les équations 

XM+M<>:=0 , (4) l'M>+W=so ; (5) 

'ces équations , & cause de l'indétermination de A et V , exprimeront, 
l'une et l'autre, une infinité de lignes, tontes du m'"" ordre; et, 
comme deux quelconques de nos cinq équations sont comportées par 
les trois autres , chaque système de deux surfaces comprises dans 
les équations (4) et (5) déterminera, sur l'une quelconque des 
surfaces représentées par les équations (i),(a),(3), tons les 
points et les seuls points d'intersection que les deux autres y dé- 
termineraient. Et réciproquement , tout système de deux surfaces 
déterminant, sur l'une quelconque des trois proposées , tons les points 
et les seuls points d'intersection que les deux autres y détermine- 
raient , devra être un système de deux surfaces du m 1 ™ ordre, dont 
les équations soient comportées par les équations (<),(■). (3), 
et soient conséquemnwnt des cas particuliers des équations ( 4 )>> 
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( 5 ) , et de nature à pouvoir en être déduites par une détermi- 
nation convenable des constantes X et X f . 

Soit m--p-\-£j=t~\-u t p , ç, t t u étant des nombres entiers po- 
sitifs , et supposons que la nature et la situation respective des 
trois proposées soient telles que, parmi leurs m 1 ou m( / p+y)(/+-uj 
points d'intersection il s'en trouve mpt qui soient situés sur les lignes 
d'intersection de deux surfaces des y>**"* et /*"* ordre ; ces points 
pourront ainsi être obtenus par la combinaison de l'une quelconque 
des équations (1 ), (a), (3) avec deux équations rationnelles, 
des />*"* et i*"* degrés ; puis donc que tous les points d'intersec- 
tion de ces trois surfaces sont obtenus par la combinaison de la 
même équation avec les équations (4) et (■**)» il s'ensuit que 
les premiers membres de ces ■ dernières doivent, pour des valeurs 
Convenables de X et X' , acquérir respectivement des facteurs ration- 
nels P et T t des y»*"* et <""" degrés; ces premiers membres de- 
▼ront-donc avoir , dans ce cas , d'autres facteurs rationnels Q et U 
des £*"' et u"— degrés respectivement; c'est-à-dire que ces équc* 
tiens reviendront i 

PQ=o , TU=o , 

ce qui donne ces quatre combinaisons 

, Psso , I *«o , l Ç=o , j Q=so , 

1 T=o ; j U=*o i ) J=o ï / tf=o j 

a chacune desquelles joignant une quelconque des trois équations 
proposées, on obtiendra la totalité des points d'intersection de nos 
trois surfaces , lesquels se trouveront ainsi au nombre de mpt sur 
les lignes d'intersection de deux surfaces des p Umt et y*"* ordre , au 
nombre de rnifu sur les lignes d'intersection de deux autres sur-' 
faces des o*"* et v""" ordre , au nombre de mpu sur les lignes d'în. 
tersectiou des deux surfaces des p""" et h™' ordre , et enfin au uom- 
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bre de mqt sur les lignes d' intersection des deux surfaces des q'"* 
ei i'" ordre. On a donc ce théorème général: 

THÉORÈME V. Si, jarmi THÉORÈME V. Si , parmi 
les Çp— {-q>* ou (t+u)* points fin- les (p+q)' ou ( r +u)* plans ton- 
tersection de trois surfaces du' gens communs à trois surfaces 
(P+q)"" ou (H-u)*— ordre, il du fp4q) i *~*ow (t+u)*-* ordre, 
s'en trouve pt(p-f-q) ou pt(t-J-u) il s'en troupe pt(p+q) ou pt(t+u) 
oui soient sur les lignes d'inter— qui soient tangens à deux sur- 
section de deux surfaces des p u "* faces des p u ™ et i**™ ordres , il 
■ et t 1 "* ordres, il y en aura né- y en aura nécessairement qu(p+q) 
cessaircment qa(p+<{) o«qu(t-|-u) ou qu(t-J-u) oui seront tangens 
qui seront sur les lignes d'mter~ à deux surfaces des q fc "* et u*"™ 
section de deux surfaces des q 1 "" ordres. Quant aux plans tangens 
et vl*" ordre. Quant aux points communs restons. , il y aura 
d'intersection restons , il y en pu(p+q) ou pu(t-f-n) aviseront 
aura pu(p+q) ou puft+u) qui tangens aux deux surfec-'s des 
seront sur les lignes d'inter sec- p 4 ***.*/- u*"" ordres et qt(p4 q) 
tion des deux surfaces des \. Mm * ou qt(t+u) qui seront tangens 
et u"" ordres et qt(p+q) ou aux deux surfaces des q 1 " 1 * et 
qt(t-f-o) qui seront sur les lignes i"" ordres, 
d'intersection des deux surjaces 
des q*""* et l**"* ordres. 

La vérité de notre théorème dépendant uniquement du degré 
commun des trois équations et non du nombre et de la nature des 
surfaces exprimées par chacune d'elles , il ne cessera pas d'être vrai 
lorsqu'elles exprimeront , les une* et les autres , des systèmes de 
s-}-0 ou t-\-u plans. On a donc ce corollaire : 

Corollaire /. Trois systèmes de Corollaire l. Trois groupes de 
p~\-<? ou t-\-u plans existant dans p+q ou /+« points existant dans 
l'espace. Si, parmi les (p-i-q)* ou l'espace. Si, parmi les (/»+?)* 
(/+«)* points déterminés par ou (t+u)* plans déterminés par 
les intersections des plans -des des points pris dans les trois grou- 
troîs systèmes , il s'en trouve pes, il s'en trouve pt(j>-\-q) ou 



yGooqle 



DES SURFACES COURBES. a5« 

P*(P~i~9) ou PK*-^ 1 ') H U1 a PP ar_ pt{t+u)qu\ touchent à la fois deux 

tiennent aux intersections de deux surfaces des p'"" et i" m *, il y en 

surfaces des p* ma et ?" ordres , aura nécessairement ou(p~\-o) ou 

ily en aura nécessairement f/u(j?+q) qu(t-\-u) qui toucheront à la fois 

ou çu(t-\-u) qtii appartiendront deux surfaces desq"°"e. t a""* ordres. 

aux intersections de deux sorfa- Quant aux plans restans , ii y en 

ces des y 1 *"' et a*"' ordres. Quant aura pu{j>-\-q) ou pu(t-\-u) qui 

aux points d'intersection restans, loucheront à la fois les surfaces 

il y en aura pu(p-t-o) oupu(t+u) des p"" et a""' ordres, et at(p+o) 

qui appartiendront aux intersec- ou qt(t+u) qui toucheront à la 

tions des deux surfaces des p"" fois les surfaces des q itmt et t"" 

et a*™ • ordres , et y' v '/»+y) ou ordres. 
qt(t-\-u) qui appartiendront aux 
intersections des surfaces des y""" 
et, /""" ordres. 

Dans le cas .particulier où l'on suppose p—(—2 et q.^ir=-.i f 
ce corollaire prend la forme suivante : 

Corollaire II. Trois angles trie- Corollaire II. Trois triangles 
dres existant ensemble dans Tes- existant ensemble dans l'erpace ; 
pace ; si , parmi leurs vingt-sept si , parmi les vingt-sept plans que 
points d'intersection , il s'en trouve déterminent leurs sommets il s'en . 
douze aux intersections de deux trouve douze qui touchent a la 
surfaces du second ordre, î! y en fois deux surfaces du second or- 
aura nécessairement trois autres dre, il y en aura nécessairement 
qui appartiendront a une même trois autres qui se couperont sui- 
droîte. Quant aux douze points vanl une même droite. Quant aux 
d'intersection restans , ils se trou- douze plans restans, ils se trou- 
veront six à six aux périmètres veront six à six tangens à deux 
de deux courbes planes, du se- «urfaces coniques du second or- 
cond ordre, appartenant aux sur- dre , circonscrites aux deux sur- 
faces de même ordre dont il vient faces de même ordre dont il vient 
d'être question, i- .■. d'être question. 

En nous- engageant pour la première fois dam une roule .qui n'a- 
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vait point encore été tracée , il ne serait pas surprenant qu'il nous 
fût échappé quelques méprises; il se pourrait aussi que nous eus- 
sions négligé des propositions plus intéressantes que quelques-unes 
de celles que nous avons signalées ; mais l'important ici était de 
mettre entre les mains du lecteur un nouvel instrument de recher- 
ches que bientôt sans doute i! maniera plus habilement que nous 
ne l'avons fait nous-mêmes. Tout repose au surplus ici, comme en 
beaucoup d'autres rencontres , sur la correspondance entre les pro- 
cédés de l'analyse et les spéculations de la géométrie ; et tout ce que 
nous avons dit ici aurait sans doute été aperçu depuis long-temps , 
si , dans les traités élémentaires , on s'occupait arec plus de soin qu'on 
n'a coutume de le faire de la théorie des équations qui ont liea 
en même temps ou qui ont un certain nombre de système de racines 
communes. 



GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Note sur les caractères légalité des angles 
trièdres ; 

Par un Abonné. 



JUà démonstration, donnée par Simpson des deux principaux cas 
d'égalité des angles trièdres , démonstration admise dans la plu- 
part des traités élémentaires, est fort simple sans doute ; mais elle 
présente l'inconvenant de se trouver en défaut dans plusieurs cas. 
On a cherché, & diverses époques et par des moyens, plus ou moins 
ingénieux , a éluder cette difficulté ; mais ce n'a été; constamment 
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qu'en compliquant plus ou moins la démonstration de Simpson. On 
a lieu d'être surpris que les considérations suivantes , qui sont ex- 
trêmement simples ne se soient pas offertes à l'esprit de ceux qui 
se sont occupés de cette recherche. 

La difficulté tient ici à ce que, contrairement a ce qui a Heu 
pour les triangles , deux angles trièdres peuvent être égaux dans 
toutes leurs parties sans être pourtant superposât) les ; car autrement 
plusieurs de leurs cas d'égalité pourraient aisément se démontrer 
par la superposition. C'est en pailîculier le cas de deux angles triè- 
dres opposés par le sommet , comme tous les géomètres le savent, 
et comme il est d'ailleurs facile de s'en assurer. 

Mais , de cela même que deux angles trièdros opposés par le som- 
met sont égaux dans toutes leurs parties, sans être superposablcs, 
il s'ensuit qu'en général , lorsque deux angles trièâres sont égaux 
dans toutes leurs parties , sans être superposabtes , chacun d'eux 
est superposable avec F opposé au sommet de loutre. Or, de cette 
proposition découle naturellement la marche à suivre pour démon- 
trer , sans aucun embarras, les quatre cas d'égalité des angles irîè- 
dres. Nous disons les quatre cas, car l'omission d'un seul, dans 
des élémens , nous semble une négligence intolérable. 

On considérera d'abord i.° deux angles trièdres ayant on angle diè- 
dre égal compris entre deux angles plans égaux , chacun a chacun. Ou 
bien ces deux angles trièdres seront superposa blés , auquel cas on les 
superposera en. effet , ou bien ils ne le seront pas, et alors ou su- 
perposera l'un d'eux avec l'opposé an sommet de l'autre. De L'une 
ou de l'autre manière , on parviendra a s'assurer que ces angles triè- 
dres sont égaux dans toutes leurs parties. Il est clair qu'on pour- 
rait en user de même pour deux angles trièdres qui auraient s," un 
angle plan égal compris entre deux angles dièdres égaux chacun à 
chacun. 

Ou démontrera ensuite, a peu près comme on le fait pour les 
Tom. X.VIÎ 34 
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triangles, que si deux angles trièdres ont deux angles plans égaux 
chacun à chacun, et l'angle dièdre compris inégal, l'angle plan op- 
posé au plus grand angle dièdre sera plus grand que l'angle plan 
opposé au plus petit; eu observant ici de comparer l'un des angles 
trièdres a l'autre ou à son opposé au sommet', suivant les cas. 

On conclura facilement de là 3.° que deux angles trièdres qui 
ont les trois angles plans égaux chacun à chacun , ont aussi les an- 
gles dièdres opposés égaux chacun & chacun ; enfin , par la consi- 
dération de l'angle trièdre supplémentaire ou .polaire , on déduira 
de celle dernière proposition que réciproquement 4-' deux angles 
trièdres qui, ont les trois angles dièdres égaux chacun a chacun , ont 
aussi les angles plans opposes égaux chacun à chacun. On fera d'ail- 
leurs remarquer que Te i. a et le 2.° se déduisent l'un de l'autre 
par le méine moyen. 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Note sur le problème de géométrie résolu à la 

page 1 66 du présent volume ; 

Par M. Bobilueb , professeur A l'école des arts et métiers 

de Châlons. 



«Je venais de tn'occuper du problème résolu à la page 1G6, lors- 
que le numéro de novembre m'est parvenu. Je me bornerai donc 
à consigner ici, parmi les résultats que j'avais obtenus, ceux qui 
paraissent les plus dignes de remarque. 

i. 4 Toutes les courbes & double courbure d'inclinaison constante', 
par rapport à un plan , ont leur développantes situées dans des 
plans parallèles à celui-là. 

2.* Toutes ces développantes sont communes & la courbe à dou- 
ble courbure et à sa projection sur Kvplan de développement. 
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3,° Pour le cône droit dout l'axe est perpendiculaire au plan de 
développement , le fil doit couper toutes les génératrices sous un an- 
gle constaut, et son extrémité doit décrire une spirale logarithmique _ 

4.* Plus généralement, pour toute surface développante dans la- 
quelle la ligne de plus grande pente est une droite d'inclinaison 
constante par rapport à un plan, le fil, en se développant, doit 
faire ua angle constant avec les génératrices. En outre , la projec- 
tion de la courbe suivant laquelle le 61 se développe , coupe sous 
un angle constant les élémens prolongés de la projection de l'arête 
de rehrouasemenl de la surface développante dont il s'agit. 

5.° Enfin, pour un naraboloïde de révolution dont l'aie e$t ner,~ 
pendiculaire au plan de développement, la projecitiou de la courte 
suivant laquelle le fil doit être ployé , est la développante du cercle. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorèmes de géométrie. 



-I. JL bois lignes du m 1 "' ordre 
,éfant tracées sur uu même plan ; 
on peut toujours» d'une infinité 
de manières différentes , en cons- 
truire trois autres qui, ayant en- 
tre elles les mêmes m' points din- 
-tersectipn , soient telles en outre 
•que chacune d'elles passe par les 
m* points d'intersection de deux 

il. Quatre surfaces du m^oi- 
dre étant données dans l'espace ; 
pn peut toujours, d'une .infinité 
de manières différentes , £11 cous;- 



-I. sL-ftOis lignes du m""" ordre 
étant tracées sur un même plan ; 
on peut toujours , d'une infini^ 
de manières différentes, en cons- 
bruire trais autres qui , ayant en- 
tre elles les mêmes m' tangentes 
communes. soient telles en outre 
que chacune d'elles ait Les m" 
mêmes tangentes communes avec 
d p ni ^**g 'rois pr pt n ièr es . 

II. Quatre surfaces du m*"* .or- 
dre étant données dans t'espace; 
on peut toujours , d'une infinité 
de manières différentes, en cons- 
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truire quatre autres ayant entre truîre quatre autres ayant entre 

elles les mêmes m 1 points coin- elles les mêmes m* plans tangens 

muns et telles en outre que cita- communs , et telles en outre qne 

eune d'elles ait aussi tes mêmes chacune d'elles ait aussi les mè- 

m } points communs avec trois mes m* pians tangens communs 

des quatre premiers. avec trois des quatre premières. 

Problèmes, 
1. Inscrire à une ligne donnée I. Circonscrire 2 urne ligne don- 
du second ordre un polygone rec- née du second ordre un poly- 
tîligne fermé , d'un nombre de gone recliligne ferme , d'un nom- 
côtés donné, tel que certains cô- bre de côtés donné , tel que cer- 
tes de rangs désignés passent tains sommets de rangs désignés 
par des points donnés , et que les soient sur des droites données , 
côtés restans de rangs égale— et que les sommets restans de 
ment désignés aient des Ion- rangs également désignés appar- 



tiennent à des angles de grandeur 
donnée? ■ 

IL Circonscrire a une surface 
donnée du second ordre un ap> 

»le polyèdre gëuche fermée (*) , 



gueurs données ? 

H. Inscrire à une surface don- 
née du second ordre un poly- 
gone recliligne gauche, d'un nom- 
bre de côtés- donné, tels que cer- d'un nombre de faces- déterminé, 
taius côtés de rangs désignés dont certaines arêtes de rangs dé- 
passent par des- points donnés, signés soient sur des plans don- 
' et que les côtés restans de rangs nés, et dont les autres de rangs 
également désignés aient des Ion- également désigné» appartîen*- 
gueurs données-? nent à des angles dièdres d'une 
grandeur donnée ? 



(*) A défaut d'autre», nous employons ici Vexpretsion angle poiyiJrt.gov 
tht y pour exprimer L'espace indéfini compris entre une cuite de plans «jui. se 
succèdent consécutivement, sans passer par an même point. Une telle sur- 
face a , comme les surfaces courbes développa blés , deux napptt et an e arit* 
4* rebrousument , qui est un polygone ga«CD«L 
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GNOMONIQUE. 

Note sur le tracé graphique des cadrans 
solaires ; 

Par M, Sarrus, docteur agrégé* es sciences. 



IVWWWWWWVWWVW 



J\. la page 219 du XV.* volume du présent recueil, nous avons 
indiqué une méthode graphique fort simple pour tracer des cadrans 
solaires sur toutes sortes de surfaces planes , inclinées et déclinan- 
tes, sans qu'on ait aucun besoin de déterminer à l'avance l'incli- 
naison et la déclinaison du plan sur lequel on opère, ni même 
de connaître la latitude du lieu pour lequel le cadran est destiné. 
En réfléchissant de nouveau sur ce sujet, il nous a paru que 
notre procédé, déjà si simple, était encore susceptible de quelques 
simplifications assez notables, soit sous le point de vue théorique, 
soit sous le point de vue pratique; et c'est à les faire connaître 
que nous consacrons cette note. 

Nous rappellerons d'abord que , dans tout cadran solaire du genre 
de ceux dont il est question ici, les heures sont indiquées par' la coïn- 
cidence de l'ombre solaire d'une verge rectiligne , parallèle à l'axe 
de la terre et puuvant, à raison d? l'extrême distance du soleil , 
être réputée l'axe même de son mouvement diurne apparent, avec 
une suite de droites concourant eu un même point. Ces droites sont 
ce qu'on appelle les lignes horaires; leur point de concours est 
le centre du cadran; et la verge rectiligne dont l'ombre indiqne 
Tom. XrSI , «.• IX, 1." mars 1827. 35 
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les heures et qui perce le cadran à ion centre, en est dite Vax* '■ 
on le style. On appelle souslylaire la projection orthogonale du style 
sur le plan du cadran. 

Quelquefois on remplace le style par mie plaque métallique cir- 
culaire , percée a' son centre d'un petit trou et filée solidemeul eo 
avant du cadran , dont le centre est alors le point où ce cadran se- 
rait percé par la parallèle à l'axe du monde conduite par le cen- 
tre du trou de la plaque. C'est alors la coïncidence successive 
de l'extrémité du rayon solaire qui passe par le trou avec les 
lignes horaires qui indique les heures. Nous supposerons même , 
dans tout ce qui va suivre , qu'il en est ainsi , parce qu'en effet, 
c'est par là qu'il convient de commencer ; sauf ensuite , quand on 
a déterminé le centre du cadran , à remplacer la plaque par un 
style dirigé de ce centre au centre du trou de celle plaque. Nous 
supposons , en outre , qu'on a déterminé à l'avance la projection 
orthogonale du centre du trou de la plaque sur le plan du cadran. 
Cette projection sera un point de la soustylaire , laquelle doit passer 
en outre par le centre du cadran. 

Nous avons ici deux objets à nous proposer, savoir: \.° la dé- 
termination du centre du cadran , qui entraîne celle de la sousty- 
laire ; a.° le tracé de la méridienne et par suite celui des autres 
lignes horaires. 

En faisant abstraction du changement .journalier en déclinaison , 
on du moins en choisissant une époque de l'aimée pour laquelle ce 
changement est insensible dans l'intervalle d'un jour, le soleil dé-. 
crit chaque jour un parallèle à l'éiiualeur céleste ; et par conséquent 
le rayon solaire mobile qui' passe par le trou de la plaque et que. 
nous supposons réduit à une ligne- droite mathématique ,* trace dans, 
l'espace une surface conique de révolution, dont les deux nappes- 
ont pour sommet commun le centre du trou de la plaque. L'a» 
du double cône, coïuciiaut avec J'axe de l'équatuux céleste, est aussi, . 
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Taxe du cadran., qui a conséqueratntrnt pour centre le point on son 
plan est percé par cet axe. 

Si, à deux époques quelconques d'un même jour, on marque, 
Sur le plan du cadran , deux imagos du trou de la plaque , les 
droites qui joindront les centres de ces images au centre du trou 
seront deux arêtes du cône ; de sorte que le plan perpendicu- 
laire au leur qui passera par la droite qui divise leur angle 
en deux parties égales contiendra l'axe du cône , el par suite 
le centre du cadran qui est un point de cet axe. La trace de ce 
- plan sûr le plan du cadran contiendra donc aussi le centre cherché. 

Si , au lieu de deux images du trou de-la plaque , on en a mar- 
qué trois, on ama trois arêtes du cône qui, combinées deux à 
deux , détermineront trois plans se coupant suivant son axe ; les tra- 
ces de ces trois plans sur celui du cadran devront donc concou- 
rir en un même point qui en sera le centre. Voyons donc com- 
ment ces traces pourront être déterminées par une construction 
plane. 

A une même distance quelconque du sommet du cône, soient 
pris trois points sur les arêtes dont il vient d'être, question , et con- 
sidérons ces points comme les centres de trois sphères égales , d'un 
rayon arbitraire , assez grand toutefois pour qu'elles se coupent 
deux a deux et qu'il en soit de même de leurs traces sur le plan 
du cadran ; les plans radicaux de ces trois sphères seront visible- 
ment les trois plans que nons avons dit contenir l'axe du cône , 
qui en sera ainsi l'axe radical (') ; d'où il suit que le centre du 
cadran ne sera autre que le centre radical des traces de ces trots 
sphères sur ce plan , lesquelles traces sont très-faciles à déterminer. 
Or, de là résulte la construction suivante: 

■ Soient O (fig. 1 ) la projection orthogonale sur le plan du ca- 
dran , du centre du trou de la plaque et P , P' , P" trois images 



(*) VVj. la pagis 378 du précédent volume. 
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de ce trou sur le iném* plan. A OP, OP', OP", soient élevé» 
en O des perpendiculaires OS, OS', OS'', d'une longueur com- 
mune égale à la hauteur perpendiculaire du centre du trou de la 
plaque au-dessus du plan du cadran, soient menées SP , S'P' , 
S''P", sur lesquelles soient prises les longueurs égales arbitraires 
SA, S'A', S"A". Des points A, A', A", comme centres et avec 
un même rayon arbitraire suffisamment grand , soient décrits .des arcs 
coupant respectivement OP , OP' , OP", en E et F, E' et F',E" 
et F". Sur EF, E'F', E"F" comme diamètres soient décrits trois 
cercles se coupant deux â deux en G et H , G' et H' , G" et H". 
leurs axes radicaux GH , G'H' , G"H" , se couperont en C , centre 
radical de ces trois cercles et conséquemmenl' centre du cadran, 
dont OC sera ainsi la.soustylaîre. 

On sait , en outre que si , du centre du trou de la plaque , on 
fait descendre un fil à plomb , jusqu'au plan du cadran , le point 
où ce fil le rencontrera sera un point de la méridienne ou ligne de 
midi ; et, comme cette ligne doit d'ailleurs passer par le centre du 
cadran, elle sera tout-a-fait déterminée. 

Nous avons donné, dans notre premier article, pour déterminer 
les- autres lignes horaires -ta méthode que l'on rencontre dans la plu- 
part des traités de gnomonique; en observant , toutefois, que sou- 
vent elle exige qu'on opère sur le prolongement du plan du cadran* 
A la vérité , nous avons observé qu'on pourrait parer a cet incon- 
vénient; mais le moyen que nous avons indiqué pour cela ajoute- 
rait a la complication du procédé. Il est uoe autre manière de par- 
venir au but qui n'est point sujette à cette inconvénient, et qui 
n'étend jamais les constructions au-delà de l'espace que le cadran 
doit embrasser. Elle est fondée .sur un lemme qui ne parait pas 
être connu , et que nous allons d'abord démontrer. 

Soit AB ( fig. 2 ) une corde quelconque d'un cercle et DE un 
diamètre perpendiculaire sur soo milieu F. Par l'un quelconque G 
des points de l'arc DBE et par le poiulr F soit menée une droit» 
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rencontrant de nouveau la circonférence eu H. Soit menée DH , 
coupant AB en K , puis EK rencontrant de nouveau la circonfé- 
rence en L; il arrivera alors que les angles DFX et DHG seront 
égaux et qu'ainsi les arcs DAL et DBG , dont les moitiés servent 
de mesure à ces angles seront aussi égaux. En effet, si l'on mène 
la corde EH , à cause des deux triangles rectangles KHE et KFE , 
dont, K.E est l'hypothénuse commune , le quadrilatère EF, HK sera 
insciïptible à un cercle ayant KE pour diamètre ; d'où il suit que 
les angles FEK et DHF mesurés par la moitié du même arc de 
ce cercle , sont égaux, t 

Donc , réciproquement, si , ayant pris les arcs DBG et DAL 
égaux entre eux, on mène GH , DH et EL; le. point d'intersection 
K des denx dernières droites sera situé sur AB. Si donc on a be- 
soin de mener par le point E une droite faisant avec EF un an- 
gle donné , puis du point D une droite au point K où celle-là ren- 
contre AB , on. pourra , au lieu ,de cela , prendre un .arc DBG , 
double de celui qui mesurerait l'angle donné , mener ensuite GF 
rencontrant de nouveau la circonférence en H ; et alors DH sera 
la droite cherchée. Or , on conçoit que , si l'angle donné différait 
peu d'un angle droit , le point K pourrait se trouver fort loin , 
sur le prolongement de AB, tandis que, par le dernier procédé , 
la construction ne sort jamais du cercle dont DE est le diamètre. 
Voici donc , d'après ces remarques , à quoi se réduit le tracé des 
lignes horaires. Soient, comme dans nôtre premier article , C ( fig. 

3 ) le centre du* cadran , O la projection sur son plan du centre 
du trou delà plaque et conseqoemment CO la direction de la sous- 
tylaire. Soit élevée à CO au point O la perpendiculaire OS , égale 

4 la hauteur du centre du trou de la plaque au-dessns du plan du 
cadran. JSoit menée CX et par le point X à cette droite là perpen- 
diculaire ÏT , conpant en T le prolongement de CO. Soit prolon- 
gée CT, au-delà de T, d'une qnantilé T* égirfe à TS -, sur G?, 
comme diamètre, soit décrite une circonférence ,*t soit enfin menée , 
par le point T , l'éqainoxiale GH , perpendiculaire à' ce diiintlre. : 
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Soit CM !a ligne du midi , que nous avons euseigné à dèW- 
~ miner ci-dessus, coupant lVqninoxiaîe en M'. Soit menée ffM', cou- 
pant de nouveau la circonférence en m t et soit pris l'arc Co égal 
ii Cm. Soit divisée la circonférence > à partir du point o , en douoe 
parties égales, aux points o, i, 2, 3, ....9, 10, ti. Alors poa'r 
'construire, par exemple, la ligne de neuf heures, on joindra re 
point 9 au point T, par «ne droite rencontrant de nouveau ta 
circonférence eu n et la droite Cn sera la ligne cherchée. 

En traduisant en analyse les diverses constructions que nous Ve- 
nons vd'indiquer , on obtiendrait vraisemblablement les formules trl- 
gonométriques les plus simples, pour le calcul des cadrans solaires 
sur toutes sortes de plans. 



STATIQUE ÉLÉMENTAIRE, 

Note sur le centre de gravité du tétraèdre ; 

ïar M. G»RGORWE. 



\Ju démontre d'ordinaire*, dans les élémens , que le centre de gra- 
vité du vplume d'un tétraèdre . est sur la droite qui joint un .quel* 
conque des sommets au centre de gravité de l'aire de la face op- 
posée; ou démonte ensuite que ce point est aux trois quarts de 
la longueur de cette droite , à partir de celle de ses deux eitrémr- 
tés qui coïncide ave» l'on des sommets. On en conclut aisément 
que le centre de .gravité du volume d'un tétraèdre est le. même 
que, le centre commun de gravité de quatre masses égales quelcou? 
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ques, situées à ses sommets (*) ; d'où il résulte finalement que la 
( entre de gravité du volume d'un tétraèdre est au milieu de la 
droite oui joint les milieux de deux arêtes opposées quelconques. 
De toutes les manières de signaler la situation de ce point , cette 
4ernîère est certes bien la plus simple et la plus symétrique ; et , 
pour cette raison , on peut désirer d'y parvenir directement , et 
sans la faire dépendre d'une suite d'autres. C'est une chose extrê- 
mement facile , comme on va le voir. 

Soit ABCD ( 6g. 4 ) le tétraèdre dont il s'agit ,. et soit KF la 
droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées .quelCQnqnes. 
AB et CD. Concevons le tétraèdre décomposé en élémens plans, 
parallèles à la fois à ces deux arêtes ; Ces élémens ayant deux côtés 
opposés parallèles à AB et les deux autres entés opposés, parallèles à 
CD , seront tous des parallélogrammes. Sryt GHKL l'un d'eux , ayant 
ses deux.côtés GL et HK parallèles k AB, et ses deux côtés Gii\ 
et KL parallèles à CD.; et «oit F le point où cet {$ymeut eft percé 
par EF- . ._.. ■."-.■'■ 

Le. plan conduit par AB et pa*. le point F couper» les côtés, ap- 
posés GH et KL enjeurs milieux M et N,j et le point E sera le. 
milieu de ;.M!V , c'est-à-dire, le milieu de la droite qui. joint les. 
milieux de deux côtés opposés du parallélogramme et qqnspquem- 
ment son centre de figure. Ce sera donc aussi le centre de gravité 
de l'élément. Tous les élémens du tétraèdre ont donc leur centre 
de gravité sur EF ; cette droite contient donc aussi le centre com- 
mun de gravité de tous ces élémens et conséquemment le centre 
de gravité du volume du tétraèdre. 

Ainsi , il demeuré <J?jà étaBTî ', par ce qui précède , que le centre 
de gravité du volume d'un tétraèdre est sur l'une quelconque des 
trois droites qui joignent les milieùk des arêtes opposés ; et on 



(*) Cetfa) dernière proposition est due k rV oLr.rv.il. 
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en pourrait déjà ' conclure , au besoin , qne ces trois droites con- 
courent en un même point, centre de gravité cherché ; il- resterait 
donc seulement à établir que ce point en est le milieu commun; 
Mais ces deux dernières propositions deviendront manifestes' si 
l'oi: considère que deux couples d'arêtes opposées d'un tétraèdre 
sont les quatre côtés d'un quadrilatère gauche: On sait , en effet , 
que le quadrilatère dont ieà sommets sont les milieux de ses cotés 
' est un parallélogramme , dans lequel les deux diagonales se coupent 
a leur milieu commua. Or, on voit que ces diagonales ne sont au- 
tre chose que les droites qui joignent les milieux de deux systè- 
mes d'arêtes opposées du tétraèdre. 

Quant bu centre de gravité de la surface d'un tétraèdre; en se 
rappelant que le plan oui -divise en deux parties égales fun des 
angles dièdres d'un tétraèdre partage Farite opposée en deux seg- 
ment proportionnels aux aires des faces correspondantes' ( Annales , 
tom. III , pag. 3 17 ) , on s'assurera aisément que ce centre de gra- 
vité est le centre de la sphère inscrite au tétraèdre dont les som-~ 
tnets sont les centres de gravité des aires des faces du tétraèdre 
dont il s'agit ; théorème tout-à-fait analogue à celui que M. Poip-. 
sot a dooné , dans sa Statique , sur le centre de gravité du périme* 
Me d'un triangle. 
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE. 

Analyse dun mémoire présenté à V Académie 
royale des Sciences; 

Par M. Pohcelet. 

( Extrait d'une lettre de l'Auteur au Rédacteur des Annales. ) 



Vous désirez, Monsieur , que je vous donne quelques détails re- 
lativement au dernier mémoire, que j'ai présenté à l'Académie des 
sciences , et sur lequel , dites-vous , M. Àrago a piqué votre curio- 
sité sans la satisfaire. Je vais essayer de vous donner une idée des 
recherches qui font le sujet de ce mémoire , autant du moins qrte 
les bornes d'une lettre peuvent le permettre. 

Le but que je me suis principalement proposé , et que je dé- 
sirerais avoir atteint , est de rendre plus évidente encore , s'il est 
possible , celte sorte de dualité de la géométrie que vous avez vous- 
même mise en avant et développée d'une manière très-philosophi- 
que à la page 309 de votre XVI.* volume. J'avais déjà avaucé 
et prouvé , ce me semble , par un nombre suffisant d'exemples , soit 
dans vos Armâtes , soit dans mon Traité des propriétés projectiles 
des figures , qu'il n'existe , pour ainsi dire , aucune relation des- 
criptive et suffisamment générale d'une figure donnée, sur un plan 
ou dans l'espace, qui n'ait son analogue, ou plutôt' sa réciproque 
Tom. XVII 36 
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dans une autre figure , tout aussi générale que la première, et cela 
en vertu même de la théorie des polaires réciproques ; mais j* 
n'avais fait qu'indiquer , à la hâte , les principes de cette théorie , 
pour le cas de l'espace, et surtout j'avais totalement négligé ce qui 
concerne les relations métriques d'angles et de distances, sur les- 
quelles d'ailleurs il n'existe absolument rien nulle part. Cette nou- 
velle extension étant indispensable à l'objet des recherches que j'ai 
depuis long-temps entreprises, .sur les propriétés des lignes et sur- 
faces d'un ordre quelconque, j'ai jugé à propos d'en faire le sujet 
d'un mémoire spécial qui , avec celui où j'ai traité des Centres de 
moyennes harmoniques (*) , servirait d'introduction à mes recher- 
ches subséquentes. 

Le but principal que je me propose , dans ce mémoire , c'est d'exa- 
miner quelle espèce de modification éprouvent une figure donnée et 
les relations qui lui appartiennent , lorsque l'on passe à celle qui en est 
la polaire réciproque , et vice versa , et de réduire , en quelque sorte , 
à un pur mécanisme , a une simple substitution de noms et de ' 
lettres , écrites à la place les unes des autres , la traduction de tou- 
tes les affections , de toutes les propriétés tant soit peu générales 
qui appartiennent à une figure donnée et à sa réciproque ; enfin de 
montrer comment on peut , au simple énoncé d'une proposition qui 
se rapporte soit aux relations projecttves , en général, soit aux re- 
lations d'angles des figures situées dans un plan ou dans l'espace, 
comment on peut , dis-je , obtenir sur-le-champ et sans recourir 
à aucun calcul ou raisonnement , une , deux ou trois autres pro- 
positions , tout-à-fait distinctes de la première et néanmoins tout 
aussi générales. 

Ce mémoire est divisé en quatre parties. Dans la première , j'ex- 
pose la théorie des polaires réciproques , pour te cas du plan ; je 



(•) Voy. la pag. 349 ^ u précédent Tolume. 
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reviens ainsi , mais arec pins d'extension , sur les principes que j'a- 
rais déjà mis en avanl ailleurs; en insistant plus particulièrement 
sur les relations de réciprocité qui concernent les figures polygona- 
les et les lignes courbes. La discussion des affections qui survien- 
nent dans le cours d'une ligne quelconque et qui constituent ce que 
l'on nomme les points singuliers , met en état d'assigner le véri- 
table degré des polaires réciproques des courbes données , dans cha- 
que cas particulier. 

La seconde partie du mémoire est relative aux figures "dans l'es- 
pace. J'y établis les relations de réciprocité qui existent entre les po- 
lygones rectilignes gauches et les polyèdres indéfinis et entre les 
polyèdres définis ordinaires qui sont polaires les uns des autres , 
par rapport à une surface quelconque du second ordre. Je montre 
ainsi l'emploi de ce principe pour la démonstration des propriétés 
les plus générales des polyèdres (*). Ces notions préliminaires me 
Conduisent directement , par l'application de la loi de continuité , 
aux relations de réciprocité entre les. courbes à double courbure et 
les surfaces développables , ainsi qu'entre les surfaces courbes de na- 
ture quelconque ; en un mot , -je généralise ici , pour le cas de 
l'espace, tous les principes de la première partie, relatifs aux li- 
gures comprises dans un seul plan ; ce qui permet de traduire , sur- 
le-champ, toute relation descriptive donnée en une autre essen- 
tiellement distincte , pourvu toutefois qu'il ne s'agisse que de re- 
lations et de figures projectiles. On peut même , à l'aide d« ce 
principe , transporter à l'espace toute relation pareille qui n'aurait 
été établie que pour les figures comprises dans un seul plan. En 
les appliquant, en particulier , aux lignes du second ordre, ils con- 
duisent sur les surfaces du même ordre , à un grand nombre de 



(*) Ce lent cet relations que nom arons tenté de mettre en évidence à 
la page 157 de notre X\'. e volume. 

. J.D.G. 
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nouveaux théorèmes, dont quelques-uns ont été indiqués dans le 
supplément' du Traité des propriétés projectiles ( n.'* 5ga et 610 ). 
Pur exemple , j'ai fait voir ( n.* 636 ) comment les nombreuses 
propriétés des systèmes de sphères qui , par leur généralité, appar- 
tiennent à la classe de celles qui nous occupent, comment , dis— je , 
ces nombreuses propriétés pouvaient s'étendre immédiatement aux 
systèmes de surfaces quelconques du second ordre qui ont un plan. 
de section commune , réelle ou idéale ; or , de là on est conduit , 
par les principes de la théorie des polaires réciproques , aux pro- 
priétés générales qui appartiennent aux systèmes de surfaces du se- 
coud ordre inscrites à un même cône , ou à deux cônes , ou même 
à une autre surface quelconque du même ordre. 

Pour ne pas rester dans des généralités trop vagues , j'ai rapporté, 
dans mon mémoire , quelques-unes des propriétés des surfaces du 
second ordre qui ont huit points communs ou la même courbe d'in-- 
tersection, et j'en ai déduit, sans discussion , les propriétés récipro- 
ques des surfaces du second ordre qui ont huit plans tangens com- 
muns ou qui sont inscrites à une même surface développable. 11 
en résulte , par exemple , que les centres de toutes ces surfaces 
sont situés sur une même ligne droite , dans l'un et dans Vautre 
système. Je montre pareillement comment on peut passer directe- 
ment des propriétés qui appartiennent à la courbe d'intersection de 
deux surfaces quelconques du second ordre et qui ont été démon- 
trées n.* 6n et suivans de l'ouvrage cité, à celles qui concernent 
la surface développable circonscrite à deux surfaces du second or- 
dre également quelconques. Cette développable n'est autre chose , 
comme l'on sait, que celle qui sert de limite à l'ombre et à la pé- 
nombre de l'une des, surfaces du second ordre, lorsque l'autre est 
supposée lumineuse ; or je démontre i.' qu'elle est du quatrième 
ordre ; que ses nappes portent généralement quatre lignes de slric^- 
tion , qui sonf toutes planes et du second ordre ; 3.° que les plans 
de ces quatre courbes forment , par leurs rencontres mutuelles, un 
tétraèdre dont . chaque sommet est respectivement , et pour chacune 
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des surfaces du second ordre proposées , le pôle de la face opposée ; 
4S enfin , que ces- mêmes quatre sommets du tétraèdre sont aussi 
ceux des quatre surfaces coniques du second ordre qui contien- 
nent les courbes d intersection des deux surfaces que Ton consi- 
dère. Ces considérations conduisent d'ailleurs à une solution géo- 
métrique très-simple du problème intéressant et proposé quelque 
fois a l'école polytechnique , où il s'agit de construire la courbe 
de séparation d'ombre et de lumières , pour le cas d'une surface 
quelconque du second ordre , éclairée par une sphère lumineuse , 
ou même par une astre surface quelconque du même ordre. 

Jusqu'à présent , il n'a encore été question que des relations des- 
criptives des figures. Dans la troisième partie du mémoire , j'exa- 
mine les moyens de traduire , à l'aide de la théorie des polaires 
réciproques, les relations d'angles en d'autres relations pareilles. II 
serait trop long d'indiquer ici , même sommairement , l'esprit de 
la méthode que j'emploie. Je me contenterai , comme précédem- 
ment, de citer quelques-unes des conséquences des principes théo- 
riques. Par exemple, je prouve de suite que les théorèmes des n.** 
452, 48 1» 487 du Traité des propriétés projectiles sont les ré- 
ciproques de ceux qui ont été démontrés aux n.°* 482 et 488. Je 
montre pareillement comment ou peut traduire la construction des 
lignes du second ordre , au moyen d'angles constans , donnée par 
Newton , et en général toutes celles de la Géométrie organique de 
Haclaurin , en d'autres absolument analogues, quoique néanmoins 
tien différentes. Pour le cas de l'espace , je fais voir que les pro- 
priétés de la pyramide supplémentaire sont des conséquences im- 
médiates de la théorie des polaires réciproques. En appliquant tes 
principes de cette même théorie au théorème de Monge, démontré 
par M. Poisson à la page 240 du tome I. e ' de la Correspondance 
sur l 'école polytechnique , lequel consiste en ce que le lieu du som- 
met dun angle trièdre trirectangîe moblje , dont les faces sont cons- 
tamment tangentes à une même surface du second ordre , est une 
surface sphèrique qui lui est concentrique , on conclut , par exem- 
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pie , que si un tel angle se meut autour d'un point quelconque as 
Tespace , pris pour sommet invariable , les plans qui renferment 
constamment trois des intersections de ses arêtes , avec une surface 
donnée du second ordre , demeurent perpétuellement tangens à une 
surface de révolution du même ordre , qui a pour foyer général 
le sommet fixe de F angle, mobile et qui se réduit à un point , quand 
ce sommet est sur la surface directrice , comme l'a démontré M. 
Frégïer ( Annales, tom. VI, pag. a3i et suit. ), pour le cas 
particulier, qui répond d'ailleurs a celui du théorème de Monge , 
dans lequel la surface enveloppe de l'angle trièdre est un des pa- 
raboloïdes ; la sphère décrite par le sommet de l'angle mobile se 
réduisant alors à un plan.' On peut faire subir une transformation 
analogue aux théorèmes de MM. Hachette et Binet ( Correspondance 
tom. II , pag. 71 ), relatifs aux angles droits dièdres qui s'appuyent 
sur deux droites données dans l'espace , et en général à toutes les 
propositions analogues concernant les angles , ce qui permet, dès 
à présent d'en doubler le nombre. On remarquera d'ailleurs que 
nos principes s'appliquent au cas ou les angles sont variables ou 
donnés par leurs lignes trigonora étriqués. 

Enfin , je croîs devoir encore signaler l'application que j'ai faite 
de la théorie des polaires réciproques aux propriétés des lignes 
du second ordre ou des surfaces de révolution du Iméme ordre, 
qui ont un foyer commun ou sont confocales. J'établis , sans dis- 
cussion , d'une part , que les propriétés descriptives, et de l'autre, 
que les propriétés angulaires d'un tel système sont réciproques de 
celles qui appartiennent & un système de cercles quelconques, tra- 
cés sur un même plan , ou de sphères également quelconques , si- 
tuées arbitrairement dans l'espace. Si maintenant on joint à ces 
propositions générales celles que j'ai déduites des principes posés 
dans le Traité des propriétés projectiles , section IV , chapitre I.* r , 
et qui consistent en ce qu'un système de lignes ou de surfaces du 
second ordre qui ont un foyer commun, peut être considéré comme 
la perspective plane ou en relie/ "les unes des antres , et si , en ou- 
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tre , on substitue à quelqu'une de ces lignes ou surfaces un cer- 
cle ou une sphère , il en résultera une multitude de propositions 
et de rapprochemeus très-curieux' relativement au foyer commun 
des lignes et surfaces du second ordre, dont quelques-uns ont servi 
a M. Dupin , dans ses Applications de géométrie , pour établir sa 
théorie dés faisceaux lumineux , réfléchis à leur rencontre avec une 
surface quelconque. 

La quatrième et dernière partie du mémoire est relative aux prin- 
cipes à l'aide desquels on peut traduire une relation métrique don- 
née , de la nature de celtes que j'ai considérées dans le Traité des 
propriétés projectiles , en une ou' en deux autres , qui appartien- 
nent à la figure réciproque de la proposée. Cette dernière partie 
du mémoire offre donc le moyen de convertir , sur-le-champ , tou- 
tes les propriétés métriques de la Théorie des transversales en d'au- 
tres tout-à-fait distinctes. Cette traduction s'opère d'ailleurs d'une 
manière très -facile , par une simple substitution de lettres et de 
mots , mis à la place les uns des autres. 

Par exemple , on sait qoe , si une ligne du second ordre est cou- 
pée par les directions des côtés d'un triangle quelconque ABC , en 
nommant K , IV ses intersections avec AB , P , P' ses intersections 
avec BG et enfin Q , Q? ses intersections avec CA , on a 

AR.ÀR'.BP.BP'.CQ.CQ'=BR.BR'.CP.CP'.AQ.AQ' ; 

or, si l'on applique à cette propriété les principes, du mémoire, 
on arrive & cet autre énoncé : 

Si, des sommets d'un triangle ABC , situé sur le plan d'une 
ligne dm second ordre , on mène à la courbe trois couples de tan- 
gentes , puisau'ayant coupé , par une droite arbitraire , le système 
de ces six tangentes et des trois côtés du triangle , on désigne par 
a, b, c les intersections' respectives de la transversale avec les di- 
rections des côtés opposés aux angles A , B., C ; et. en outre par 
p, p'., q, q', r, t' ses intersections avec les couples de tangentes 
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respectivement issues de A , B , C ; on aura , entre les divers teg- 
mens formés sur la transversale y la nouvelle relation : 

ar.ar / .bp.bp''.cq.cq / =br.br'.cp.cp / .aq.aq / , 

analogue à la première, Bien que très-différente dans le fond. 

Les principes posés dans le mémoire permettent également de 
traduire la relation primitive en une autre relation entre les lignes 
trigonométriques des angles formés par les droites de la dérivée; 
enfin ils donnent des moyens pour traduire immédiatement celte 
même relation en d'autres qui appartiennent & des figures situées 
dans l'espace et dans lesquelles les angles dièdres remplacent les 
angles plans. Le mémoire est terminé par quelques applications de 
la théorie des polaires réciproques aux propriétés métriques des cour- 
bes à double courbure et des surfaces géométriques quelconques, 
ainsi que par l'exposé de la notation très-simple à l'aide de laquelle 
on peut transformer toute propriété qui se rapporte à celles que 
j'ai nommées ailleurs projectives , en plusieurs autres très-différen- 
tes de la première et non moins générales. La conclusion de ce tra- 
vail est donc que les principes qu'il coudent mettent en état de 
doubler et de tripler, même le nombre des propriétés dont il s'a- 
git , ainsi que celui des propriétés qui concernent les angles des fi- 
gures , ce qui comprend toutes celles de la théorie des transversa— 
les , de la géométrie de la règle , et une infinité d'autres plus gé- 
nérales encore. 



Réflexion sur le précédent article ; 
Far M. Gergomne. 



Les esprits superficiels , ceux qui n'étudient les sciences que comme 
on apprend un métier , et qui n'en comptent pour rien la philosophie, 
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pourront ne voir dans le beau, travail de M. Poneelet, que quel- 
ques théorèmes nouveaux ajoutés à ceux dont nous sommes déjà 
en possession , et une manière nouvelle de démontrer des théorè- 
mes déjà connus. Peut-être même des gens incapables de rien in- 
venter eux-mêmes , viendront-ils nous prouver , avec une sorte de 
triomphe, que -quelques-uns des théorèmes donnés pour nouveaux 
par l'auteur -sont Implicitement compris dans d'autres théorèmes déjà 
démontrés , il y a tant ou tant de siècles , par quelque géomètre 
grec ou latin bien ignoré. 

Mais il s'agit ici , suivant nous , de bien autre chose ; il ne s'a- 
git pas moins que de commencer, pour la géométrie, mal connue 
depuis près -de deux mille ans qu'on s'en occupe, une ère toi.it- 
«Wait nouvelle ; il s'agit d'en mettre tous les anciens traités à peu 
près au rebut, de leur substituer des traités d'une forme tout-à-fait diffé- 
rente , des traités vraiment philosophiques qui nous montrent enfin 
cette- étendue , réceptacle universel de tout ce qui existe , sous sa 
véritable physionomie , que la mauvaise méthode d'enseignement adop- 
tée jusqu'à ce jour ne nous arait pas permis de remarquer; il s'a- 
git, en un mot , d'opérer dans la science une révolution aussi im- 
périeusement nécessaire qu'elle a été jusqu'ici peu prévue. 
- Ce n'est précisément pas parce que la nouvelle doctrine promet 
une moisson plus abondante de théorèmes qu'elle mérite toute no- 
tre attention. Qu'importent, en effet , quelques théorèmes de plus 
qui demeureront peut-être éternellement sans applications? Qu'importe, 
par exemple , que quelques-unes des solutions données récemment 
par M. te docteur Pluker ( pag. 3 7 ) soieut déjà connues et soient 
même moins générales et moins complètes que celles que d'autres 
géomètres ont pu donner des mêmes problèmes, comme la remar- 
que nous en a déjà été faite plusieurs fois.? La théorie des polai- 
res réciproques aurait même fort bien pu épargner à l'auteur la 
moitié de ses démonstrations , comme elle nous les a épagnées à 
nous-mêmes dans notre mémoire sur les lois générales qui régis- 
sent les surfaces courbes ( pag. 214 ) i mais ici le fond est de peu 
* Tom. XVII. 37 
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d'importance, et la formé est à peu près tout; et ce qui recom- 
mande principalement le petit mémoire de M. Bluker, c'est qu'il 
nous montre les deux gémétries marchant constamment de front, 
sans qu'aucune d'elles ait rien à emprunter à l'autre. C'est là aussi 
ce que nous avons eu principalement en vue, soit dans notre essai 
sut les lois générales qui régissent les polyèdres ( tom. XV, pag.' 
157), soit dans un autre mémoire plus étendu (tom. XVI, pag. 209). 

Mais, comme toutes les révolutions, celle qui se prépare dans 
la science de l'étendue, et que M. Poncelet regarde peut-être à tort 
comme étant presque achevée , doit compter pour adversaires , ou 
tout au moins pour spectateurs indifTérens , tous ceux qui n'y au- 
ront pas coopéré; et déjà n'entendous-nous pas bourdonner autour 
de nous que les recherches du genre de celles dont s'occupe M. ■ 
Poncelet n'excitent, à l'époque où nous nous trouvons, qu'un mé- 
diocre intérêt , que cela est à peu près passé de mode ? Qui sait 
même si l'on n'aura pas fait des tentatives pour entraîner leur esti- 
mable auteur sur un autre terrain et le détourner d'un genre de 
méditations dans lequel on est contraint d'avouer toute sa supé- 
riorité ? 

Au surplus , sî les doctrines que M. Poncelet cherche à faire pré- 
valoir ne sont pas encore aussi répandues qu'elles méritent de l'ê- 
tre , peut-être y a-t-il aussi un peu de sa faute , et peut-être pour- 
rions-nous nous glorifier d'avoir mieux servi la cause qu'il défend, 
qu'il ne l'a servie lui-même. Ce qu'il y a de plus important et de plus 
éminemment philosophique dans ces recherches , c'est , ce nous sem- 
ble , d'une part cette double face de la géométrie que son dernier 
mémoire a pour objet de mettre en évidence , et de l'autre la pos- 
sibilité de démontrer, sans aucune sorte de calculs ni de construc- 
tions , la totalité peut-être des théorèmes qui ne dépendent ni des 
relations d'angles ni dés relations de longueur. Or, le dernier mé- 
moire de M. Poncelet n'est encore connu jusqu'ici que de peu 
de personnes ; et , bien que les points principaux en soient indiqués 
dans le Traité dés propriétés projectiles , c'est d'une manière si 
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fugitive qu'il n'en Mt fait aucune mention ni dans le rapport des com- 
missaires de l'académie, ni dans la préface de l'auteur , ni même 
dans son introduction de trente pages. N'est-on pas fondé , d'après 
cela , à penser que M. Poncelet avait d'abord regardé cette partie de 
son ouvrage comme très-accessoire , surtout lorsqu'on lui voit re- 
commander les éléroens d'Enclide , et qu'on le voit débuter par des 
proportions et des calculs f 

L'ouvrage de M. Poncelet est sans doute rempli d'une multitude de 
choses très-remarquables ; mais pent-être l'auteur aurait-il bien fait 
d'en faire le sujet d'autant d'ouvrages séparés ; d'autant que , parmi 
les doçtîues qu'il cherche à faire prévaloir, il en est qui sont tout 
au moins sujettes à controverse et dont le mélange avec les autres 
peut faire tort a celles-ci , qui sont au contraire au-dessus de toute 
attaque. 

Quant à nous , convaincus comme nous le sommes que , loin de 
rien gagner en brusquant les révolutions , on ne fait le plus sou- 
vent ainsi qn'en reculer l'accomplissement , et convaincus également 
qu'il est des choses qu'il faut redire bien de fois avant de les faire 
recevoir , aous avons embrassé un horizon moins vaste. Certains , 
même avant que M. Poncelet ait rien publié sur ce sujet , qr T»ute 
la partie de la géométrie qui ne dépend pas des relations métri- 
ques était double , nous avons saisi toutes les occasions de rendre 
cette vérité sensible ; et pourtant , malgré tous nos efforts , nous' n'ose- 
rions nous flatter d'y avoir 'complètement réussi. Toujours est-il vrai', 
du moins , qu'aujourd'hui encore nous recevons de diverses parts 
des énoncés de théorèmes , susceptibles de l'espèce de traduction qui 
fait le sujet des méditations de M. Poncelet , sans que leurs auteurs 
aient l'air de se douter que cette traduction soit possible.* - 

Il est au surplus un obstacle réel à la propagation facile des doc- 
trines que M. Poncelet et nous cherchons à populariser, et cet obstacle, 
comme nous l'avons déjà insinué plusieurs fois , réside dans l'obliga- 
tion où nous nous trouvons de parler la langue créée pour une géo- 
métrie bien plus restreinte que celle qui nous occupe. Condillac 
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a sans doute fort exagéré en prétendant réduire lotie science a une 
langue bien faite ; mais ce qu'on ne saurait raisonnablement contes- 
ter , et ce que prouve victorieusement le progrès immense qu'a dû 
l'algèbre au perfectionnement progressif de ses notations , c'est que , 
quand la langue d'une science est bien faite , les déductions logi- 
ques y deviennent d'une telle facilité , que l'esprit va pour ainsi dire 
de lui* même au-devant dos vérités nouvelles. Or, M. Poncelet a 
pu souvent éprouver ce que nous avons éprouvé nous-mêmes; sa- 
voir, qu'il est certaines propositions , évidemment susceptibles de l'es- 
pèce de traduction qui fait le sujet de son mémoire, et que pour-* 
tant on ne parvient pas à traduire sans quelque contention d'esprit ; 
et cela uniquement parce que les mots se refusent à les exprime! 
nettement. La double existence des propriétés de l'étendue pourrit 
donc bien rester encore un mystère pour le gros des géomètres , aussi 
long-temps que , par exemple , on devra remplacer , dans les traduc- 
tions , le mot unique diagonale par cette suite de mots points da 
concours des directions de deux côtés non consécutifs. L'embarras 
est bien plus grand encore dans la géométrie de l'espace, où noua 
n'avons pas même de périphrase pour caractériser nettement la surface 
polyèdre dont une surface développable est la limite ; car M. Pon- 
celet conviendra, sans doute sans peine , que l'expression de polyè-i 
dre indéfini qu'il emploie n'est guère préférable à. celle à' angle po- 
lyèdre gauche , que nous avions hasardée dans un précédent mé--. 
moire. i 

il sera donc nécessaire, pour présenter ia nouvelle théorie sous 
le jour le plus avantageux , de créer d'abord une langue à sa taille , 
s'il est permis de s'exprimer ainsi ; mais cette langue , . nous en con- 
venons , sera difficile à bien faire , et il sera peut-être . plus dif--, 
Ccite encore , lorsqu'elle sera faite., de lui obtenir un, accueil favorable 
de la part des géomètres, " i 
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QUESTIONS RÉSOLUES, 

Solution aVun cas particulier du premier ; de s 
deux problèmes de géométrie proposés à la 
- page 172 du présent volume; 

Par M. Bobiixîer , professeur à FEcole des arts et métiers; 
* ', . de Chàlons-sur-Marae. 

WUVUIUIWVUMIWM 

JT ROBLÊME. Si un angle droit se meut sur le plan furie îighe 
du second ordre, de manière aue ses côtés soient constamment nor- 
maux à la £wrbe ; oyttfe tèurbe décrira son, soMtket ? 

Solution. Soient d'abord la courbe une ellipse donnée par l'équa- 
tion. . - . 

Soit (t , u) le sommet de l'angle droit mobile. L'eqoatîoà* d'une droite 
conduite par ce sommet sera de la forme 

y— u=M(x — t) ; 



Si cette droite est normale- h l'ellipse au point (dr',yO' on derra 
avoir, à la fois , les trois équations 

• -. • ici! a-il-i.i. .i-i'-'ii;- ri 73111 w; 1 ' '■- ■' '' 
ob tite d«'deuE pnriidM» '■■> •■••■i ' -ii l *'■ -•- '"'-' "'' 
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__ ■■{'»"") ' *'('»—)« 

Talenn qui, substituées dans la troisième, donnent, toutes réduc- 
tions faites , - * 

Dans cette équation , l'inconnue est , comme l'on Toit t la tangente ta- 
bulaire de l'angle que fait arec l'aie des x la normale menée t 
l'ellipse par le point (/, 0). Elle est du quatrième degré parce que , 
généralement parlant , 00 peut mener quatre tangentes a une ellipse 
par an même point de son plan. 

Soient Jf, M', M" > M'" les quatre racines de cette équation » 
on devra avoir 



+mm'+m<>jx«>= ^+»^;r*>- , 

Mais il faut que deux des qnatre normales soient perpendiculai- 
res l'une i l'autre. Supposons que ce soient- celles qui répondent 
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aux tangentes tabulaires M" , M'" ; on devra avoir alors M"W"~—i , 
ce gui changera les quatre équations ci-dessus dans les suivantes : 

H — J.,. ■ 

MM'yiP'+M'")— {X+M^i—- , 

; ... : »— ,V- 

Substituant dans la seconde et dans la troisième les valeurs de 
JA"-\~M'" et de JtiW » tirées de la première et de la quatrième . 
on aura 

(Jf+JtfO —a - (Jf+JIf')H j^ =>o . 

— : (Jf+JfO— a : = o. 

Substituant enfin , dans la première de ces deux -ci , la valeur de 
M-^-M' , donnée par l'autre, on obtiendra, pour l'équation en t 
et m du lieu cherché du sommet de l'angle droit mobile dont les 
cotés sont constamment normaux à l'ellipse , 

(o'+J^+B'Xa V-HV)*— («»— *•)•(> V— h V)"=o ; (i ) 

équation du sixième degré. 

Pour passer de là à l'équation polaire , il faudra faire 
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/=rCos.fi , u=r&in.Ô , .'■ | : ' : 'x^t 

ce qui donnera , en substituant 

._ ■*—>' o«Sin.'l— fr'Coa.»» a'— g' *>Trag.M-r-0r 

— >/**+** •*Sin. , *+ft>Cos.'# — ^<j*-|-4» aVL'aag.'*^.** , * 

L'équalion mise sous celte forme , on voit aisément i.* que le cen- 
tre- de l'ellipse est un point quadruple de la courbe , puisqu'avant 
de tirer la valeur de r , tout était divisible par r* ; a.* que les dia- 
mètres conjugués égaux sont tangens à la courbe , puisqu'i r=» 

répond Tang.0=;H - ; 3." que la courbe rencontre les axes de l'el- 
lipse en des points pour lesquels on a r=+ TSE 1 » puisqu'on 

obtient également ces râleurs , soit qu'on fasse 6 = ou bien 6=90°. 
Par une discussion ultérieure , on se convaincra que cette courbe es^ 
formée de quatre espaces fermés en forme de feuilles , inscrits dans 
les angles des diamètres conjugués égaux et formant une sorte de 
double lemniscate. 

Si , dans l'équation polaire , on change i* en — b* , on aura > 
pour l'équation de la courbe relative à l'hyperbole , 

«'+>» o'Thmjç u+b* 

Comme on aura toujours un facteur /* , commun à tous les ter- 
mes de l'équation , le centre de l'hyperbole sera encore , comme 
celui de l'ellipse , un point quadruple : mais ce point sera tout-4- 
fait isolé. Quant au surplus de la courbe, on voit i.° qu'elle est 
imaginaire lorsqu'on a a~>b c'est-à-dire, quand l'angle des asymp- 
totes est obtus ; 3." que cette courbe est infiniment éloignée , lorsque 
l'hyperbole est équilatère j 3." enfin que, lorsque l'angle descoor- 
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données est aîg» , elle se compose de quatre parties ayant chacune 
deux branches infinies , inscrites dans les angles des asymptotes , 
qui leur sont communes arec l'hyperbole , et coupant ses axes en 

des points dont les distances à l'origine sont + — ■ -r- . 
Quant à la parabole , en prenant pour son équation 

el en prenant encore pour l'équation de la normale menée par le 
point (t, a) 

y—u=M(x — t) 

on devra avoir 

*— * m 



ces deux équations donneront 



j=— atXf , 



En substituant ces valeurs dans l'équation de la parabole , elle de- 
viendra 

fW— c{t—ac)M+cu=:o : 

En représentant par M, M', M" les trois racines de cette équa- 
tion , on aurai " 

Ton. XVII 38 
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MM'M"=M.3PM"=— - . 
e 

Or, il faudra encore poser ici, comme ci-dessus M , $£ ,, ——i >a* 
moyen de quoi ces trois équations deviendront 

En substituant dans les deux premières la valeur de if donnée par 
la dernière, ou aura 

égalant enfin ces deux râleurs, on obtiendra pour l'équation en t 
et a du sommet de l'angle droit mobile 

ù'=c(t— Zc) i 

ce lieu est donc une parabole de même axe que la première , mais 
d'un paramètre quatre fois moindre, La distance de son sommet 
au sommet de la première est triple de la distance du sommet de. 
celle-ci à son foyer. 

On aurait pu , au surplus, déduire ce résultat de l'équation (i) , 
en y changeant d'abord t en t—a , pour amener l'origine au som- 
met négatif du grand axe , changeant ensuite b* en - , dévelop- 
pant, réduisant et supposant enfin a infini. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes de géométrie. 

I. Vjdjq 'rayons recteurs d'une ellipse étant représentés par a , h , c , 
J i e f ei son paramétre par p ri si l'on fait 

Àng.(£,£)-|-Àng.;</,*)=t« , 

Ang.(^+Ang.( a) 5)=i , ' 
Ang.(« t a)4*Ang.(£^)=3 , 
Ang.(«,2)-|-Ang.(r,rf)=t ; 



. Sin «•f3in. ) l.f Sïn.r+Sin.i+SJB.» 

~Zr^ Sin.» Sin.# Sin.y Sukt Sin.i * 

-T"+ T"+ "7-+ T + T- 

IL Si sur le grand axe d'une demi-ellipse pris pour petit axe , 
et du même côté , on décrit nne autre demi-ellipse , semblable à la 
première » et qu'on leur mène ensuite une ordonnée commune les 
coupant en deux points ; la droite menée du centre à l'un de ces 
points sera perpendiculaire à la tangente menée par l'autre. 

Problème de statique* 

Quelle est la plus petite de toutes les cordes uniformément pesan- 
tes , parfaitement flexibles et inextensibles qui , passées dans deux an- 
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neaux fixes, sans frottement , situées à une distance donnée l'an de 
l'autre , sur une droite infime , donnée de position, sont mainte- 
nues en équilibre par le poids de leurs extrémités pendant vertica- 
lement ? 

Problèmes de géométrie, 

I. Quelle est l'ellipse la plus approchante dn cercle que l'on puisse 
circonscrire ou inscrire à un quadrilatère donné ? 

IL Quelle est la surface conique du second ordre la pins ap- 
prochante du cône droit que l'on puisse circonscrire ou inscrire & 
un angle tétraèdre donné ? 

III. Quelle est l'ellipsoïde la plus approchante de la sphère , 
entre toutes celles que l'on peut faire passer par huit, sept, six 
on cinq points donnés dans l'espace , ou entre toutes celles qu'on 
peut rendre tangentes, a la fois, à huit, sept , six on cinq plan» 
donnés ? 
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GEOMETRIE PURE. 

Théorie générale des contacts et des inter- 
sections des cercles; 

Par M. Steineh. 

Extraite du Journal allemand de M. Creîîe ) 

Far M. G e r g o h h e. 

rwvwwwwvvww\!W\ 

On a tu dans le présent recueil ( tout. I , pag. 196 , 343 et 
347 > tom. II, pag, 60 et i65, et lom. X, pag. 289 ) à quel point 
est difficile le problème vulgairement appelé Problème de Malfatii , 
lequel consiste , comme l'on sait , à inscrire à un triangle scalèné 
donné trois cercles tels que chacun d'eux toucKe les deux autres 
et deux des côtés du triangle. Son analogue dans l'espace , que 
nous avons propose ( tom. I , pag. 196 ) , sans en espérer de so- 
lution , consiste à inscrire à un tétraèdre donné quelconque quatre 
sphères telles que chacune d'elles touche les trois autres et trois 
des faces du tétraèdre ? 

En considérant que , sur un plan , les points et les droites peu- 
vent être considérés comme des cercles d'un rayon nul ou infini, 
et qu'il en est de même des points et des plans dans l'espace, par 
rapport aux sphères , on aperçoit sur-le-champ que le premier dé 
ces deux problèmes n'est qu'un cas très-particulier de celui où, trois 
cercles étant donnés, on eh demande trois nouveaux tels que chacun 
de ces derniers touche les deux autres et deux des cercles don- 
Tom. XFIJ t n,° X t t." avril 1827. 3g 
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nés ? Problème dont l'analogue dans l'espace est le suivant : Qua- 
tre sphères étant données , on en demande quatre nouvelles telles que 
chacune de ces dernières touche les trois autres rt trois des sphè- 
res données ? et l'on comprend , d'après cela , à quel point ces der- 
nières doivent être difliciles. 

Cependant M. Steiner , dans l'excellent journal publie' à Berlin , 
par M. Crelle ( II." livraison , pag. iGi ) , non content de don- 
ner de ces deux problèmes des solutions -très-élégantes , annonce 
qu'il est en état de les étendre au cas où le nombre des cercles 

à décrire serait un quelconque des nombres de la forme , 

où le nombre des sphères à décrire un quelconque des nombres de 
la forme — - — ; et même de résoudre les problèmes ana- 
logues pour le cas où on voudrait substituer aux conditions de con- 
tact des conditions d'intersections sous des ' angles donnés. 

M. Steiher annonce qu'il a commencé de publier sur ce sujet un 
•uvrage que peut-être il aurait déjà terminé si , comme il arrive 
d'ordinaire aux savans qui dominent le sujet qu'ils traitent , la ma- 
tière ne Vêtait indéfiniment étendue sous. sa plume. Il se contente , 
dans l'endroit que nous venons de citer, d'exposer les théories élé- 
mentaires sur lesquelles repose tout son travail. 

On conviendra que des théories qui permettent d'atteindre sans 
effort à des questions aussi éminemment difficiles doivent être con- 
sidérées comme fondamentales dans la géométrie et doivent méri- 
ter , à ce titre , toute l'attention des géomètres. Ces théories ne sont 
pourtant autres que celle des centres, axes et plans de similitude, 
celles des axes, plans et centres radicaux , celle enfin des pôles , 
polaires , plans polaires et polaires conjuguées , que nous avons si 
souvent recommandées à l'attention de nos lecteurs , et dont on a 
déjà tiré si bon parti dans le présent recueil ( tom. XI, pag. i ( 
tom. XIII, pag igi et torn. XIV, pag. 39), mais que l'auteur 
a tout à la fois , étendues et simplifiées d'une manière assez notable. 
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Nous pensons donc faire une chose très-utile pour le progrès de 
la géométrie pure, et consignera ment très-agréable à nos lecteurs, 
en offrant ici , dans un cadre resserré , les principaux points de la 
doctrine de M. Steîner; mais sans toutefois le suivre servilement, 
et en nous permettant de nous écarter un peu de sa marche , tou- 
tes les fois que nous penserons qu'il en peut résulter quelque avan- 
tage, sous le rapport de la clarté ou de la brièveté, nous expo- 
serons , en un mot , ces théories comme nous pensons qu'elles pour- 
raient et devraient l'être dans les traités élémentaires , en nous rap- 
pelant toutefois que nous n'écrivons pas pour des commençins ; 
c'est-à-dire, eu négligeant, pour abréger, des développemens fa- 
ciles à suppléer pour tout lecteur intelligent. 

Ceux de MM. les Professeurs de nos écoles publiques qui sont 
dans l'usage de donner des devoirs journaliers à leurs élèves , usage 
qui devrait être- universellement adopté , trouveront dans ce qui va 
suivre d'abondantes ressources pour les exercer d'une manière plus 
profitable qu'ils ne pourraient le faire avec la plupart des problèmes 
qu'on leur donne ordinairement , et dont la difficulté constitue sou- 
vent tout le mérite. ■ ■ 

S- 1. 

1. Deux polygones semblables sont dits semblallement situés sur 
un même plan , lorsqu'ils y sont situés de telle sorte que leurs cô- 
tés homologues se trouvent être parallèles chacun à chacun. Il peut 
alors arriver que les côtés homologues des deux polygones se suc- 
cèdent dans le même ordre on bien que la succession de ces côtés' 
soit dans l'un inverse de ce qu'elle est dans l'autre. Nous dirons,: 
dans le premier cas , que les deux polygones sont directement sem- 
blables et dans le. second qu'ils sont inversement semblables. 

2. Il est aisé de démontrer que , dans l'un et dans l'autre cas , 
si l'on joint par des droites les sommets homologues , ou plus gé- 
néralement les points homologues des deux polygones , toutes ces 
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droites concourront en an seul et même point , seul point homo- 
logue commun que puissent avoir les deux polygones , du moins en 
général. Ce point a été nommé par Monge , le centre 4e simili- 
tude des deux polygones; nous le dirons centre de similitude 
directe ou centre de similitude inverse , suivant que les deux po- 
lygones seront directement ou inversement semblables. Ces déno- 
minations nous paraissent d'autant plus préférables & celles d'externe 
et d'interne employées jusqu'ici, qu'il peut souvent arriver que le 
centre de similitude qu'on dit externe soit intérieur à la fois aux deux 
polygones et que celui qu'on dit interne leur soit extérieur à tous deux. 

3. U est aisé de démontrer i.° que toute droite qui passe par le 
centre de similitude de deux polygones semblables et semblable- 
ment situés est une droite homologue commune à ces deux poly- 
gones ï a." que réciproquement toute droite homologue commune, 
à deux polygones semblables et semblablement situés passe par leur 
centre de similitude. 

A cause de cette propriété nous appellerons de telles droites des- 
oses de similitude de deux polygones j ce seront des axes de si- 
militude directe ou de similitude inverse , suivant la dénomination 
du centre de similitude duquels ils seront issus. 

4. Soient trois polygones P, P', P", directement semblables, tra- 
cés sur un même plan , et soient d , d' , d" respectivement les cen- 
tres de similitude de P' et P" , de P" et P, de P et P'. Si , pat 
les deux points d' et d" , ou conduit une droite I>, cette droite 
sera ( 3 ) axe de similitude directe de P" et P , aussi bien que de 
P et P' ; elle sera donc aussi axe de similitude directe de P' et 
V" et passera conséquemment ( 3 ) par le point d ; de sorte que 
les trois points d, d> , d'' seront suf ' la droite I). 

Supposons, eu second lieu, que P' et P" étant toujours direc- 
tement semblables , P leur soit inversement semblable à tous deux. 
Soient alors d, i< , i" respectivement les centres de similitude de P' 
et P", de P" et P, de P et P'. Si , par les deux points i' et i" 
on conduit une droite I , cette droite sera ( 3 ) axe de similitude 
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inverse de P" et P , aussi bien que de P et P' ; elle sera donc 
axe de similitude directe de P et P' , et passera conséquent ment ( 3 ) 
par le point d; de sorte- que les trois points d, 1', i'J seront sur 
la droite I* On a donc ce théorème : 

5. Les centres de similitude de trois polygones semblables et sem- 
blablement situés sur un mime plan , pris successivement deux à 
deux , appartiennent tous trois à une mime droite. Cette droite est 
évidemment la seule droite homologue commune que les trois po- 
lygones puissent avoir , du moins, généralement parlant. 

Une telle droite est ce que nous appellerons , a l'avenir l'aire de 
similitude de trois polygones. Ce sera un axe de similitude directe, 
si les trois polygones sont directement semblables. Ce sera, au con- 
traire , un axe de similitude inverse ; si deux des trois polygones 
sont .directement semblables et que le troisième soit inversement 
semblable à l'un et à l'autre. 

On voit par là qu'un axe de similitude directe passe par trois 
centres de similitude directe, tandis qu'un axe de similitude in- 
verse passe par un senl centre de similitude directe et par deux 
centres de similitude inverse. 

6. Si , en particulier , les polygones étaient réguliers , leurs cen- 
tres en seraient des points homologues, lesquels devraient consé- 
quement se trouver en ligne droite avec leur centre de similitude! 
dont les distances a ces deux centres seraient proportionnelles à 
leurs côtés et par suite proportionnelles aux rayons des cercles ins- 
crit on circonscrit. 

7. A l'avenir lorsqu'il s'agira de deux polygones réguliers sem- ' 
blables et semblable ment situés, nous ne repaierons côtés homolo- 
gués que ceux-là seulement qui seront parallèles ; et en conséquence 
les sommets homologues seront ceux-là seulement qui se trouveront 
en ligue droite avec le centre de similitude. 

s. 11. 

8. Supposons présentement que les polygones, toujours réguliers, 



y Google 



ago CONTACTS 

soient d'un nombre pair de côtés ; comme alors chaque côté de l'un 
sera parallèle à la fois à deux côtes opposés de l'autre , deux pa- 
reils polygones pourront être réputés , à la fois , directement et in- 
versement semblables ; ils auront donc , à la fois ( 2 ) , un centre 
de similitude directe et un centre de similitude inverse , dont 
les distances a leurs centres seront , l'une et ,1'autre ( 6 ) , propor- 
tionnelles aux rayons des cercles inscrit et circonscrit ; ils auront 
donc à la fois des axes de similitude directe et des axes de simi- 
litude inverse , et la droite qui joindra leurs centres de similitude 
appartiendra seule aux axes des denx sortes. 

9. Que l'on conçoive ensuite trois pareils polygones tracés sur un 
même plan ; en les considérant tour à tour deux à deux , on leur 
trouvera trois centres de similitude directe et trois centres de si- 
militude inverse, et il arrivera (4) que leurs trois centres de si- 
militude directe appartiendront à une même ligue droite et qu'en 
outre chacun d'eux sera en ligne droite avec deux des centres de 
similitude inverse ; de telle sorte que ces six points se trouveront 
distribués trou k trois aux intersections de- quatre droites. 

Las trois polygones auront donc a la fois , dans ce cas , un axe 
de similitude directe et trois axes de similitude inverse , lesquels se- 
ront tous quatre des droites homologues communes. 

s. ni. 

10. Deux cercles tracés sur nn même plan peuvent être consi- 
dérés comme deux polygones réguliers d'une infinité de côtés en 
nombre pair, semblablement situés sur ce plan et conséquemment 
( S ) comme étant à la fois directement et inversement semblables , 
et ont, en cette qualité, deux centres de similitude, l'un de simi- 
litude directe et l'autre de similitude inverse t situés tous deux sur 
la droite indéfinie qui joint leurs centres, et dont les distances à 
ces deux centres sont respectivement proportionnelles aux rayons des 
deux cercles. 
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Deux tels cercles ont donc une infinité d'axes de similitude dis- 
tribués en deux séries , savoir des axes de similitude directe et des 
axes de similitude inverse ; et les axes de chaque série concourent 
tous au centre de similitude de même dénomination. La droite qui 
joint les centres des deux cercles , et qui contient conséquent ment 
les deux centres de similitude , est la seule qui appartienne à la. 
fois aux deux séries. 

1 1. A l'aveu ir , lorsque nous considérerons sous ce point de rue 
le système de deux cercles, nous ne repaierons comme points ho- 
mologues de leurs circonférences ( 7 ) que ceux pour lesquels, les 
rayons seront parallèles ; deux pareils points seront toujours en ligue 
droite avec l'un des centres de similitude; nous les dirons direc- 
tement ou inversement homologues , suivant la dénomination de ce- 
lui des deux centres de similitude avec lequel ils se trouveront en 
ligne droite. 

ta. Si, par l'un quelconque des deux centres de similitude da 
deux cercles , on mène une tangente à l'uu de ces cercles , elle de- 
vra l'être aussi à l'autre ( 3 ) j de sorte que toute tangente commun* 
à deux cercles coupe la drofte qui /oint leurs centres en un de leurs 
centres de similitude ; savoir , eu leur centre de similitude directe. 
ou en leur centre de similitude inversé, suivant que les deux cer- 
cles sont situés d'un même côté ou de différens côtés de la tan- 
gente. 

i3. II suit de là que , si deux cercles sont extérieurs Tun a Tau- 
ire » leurs tangentes communes extérieures' concourront à leur cen- 
tre de similitude directe » tandis que- leurs tangentes communes in„ 
térieuras concourront à leur centre de similitude inverse , ce qui 
olTre un moyen- comtnode de métier une tangente commune à deux 
cercles' dont les centres- de similitude sont connu»; 

\\. Donc, en particulier , h- point de contact de deux cercles 
qui se touchent en- es f un- centra de similitude ■-, savoir, de similitude 
directe ou de, similitude inverse , suivant que les deux cercles se 
otfcliem- urtéfiuurferacru ou ostcrieuFentem. , . 
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1 5. Il suit de ce qui a été* dit ci-dessus ( 9 ) que ht centres de 
similitude directe de trois cercles tracés sur un mime pion, et pris 
successivement .deux à deux, appartiennent tous trois à une mime 
droite. En outre, chacun deux est en ligne droite avec deux des 
centres de similitude inverse de ces trois mimes cercles pris aussi 
successivement deux à deux ; de sorte que ces six points sont dis- 
tribués trois à trois aux intersections de quatre droites, 

La première de ces droites sera ce que nous appellerons & l'ave- 
nir l'axe de similitude directe des trois cercles ; les trois autres se- 
ront dites leurs axes de similitude inverse ; ce «ont évidemment 
les seules droites homologues communes que puissent avoir trois 
cercles tracés sur un même plan. 

Ainsi , trois cercles étant représentés par C , C' , C" , si d et i , 
à' et i' , 'd" et i" représentent respectivement les centres de simi- 
litude directe et inverse de C' et C" , de C" et C , de C et C i 
les trois points d, d' , d" appartiendront à une même droite D , 
les trois points d , i 1 , i" à une même droite I , les trois points 
d 1 , i" , i a une même droite 1' et les trois poiuts d", i, i' à une 
même droite \" ; et ces quatre droites D, I, I', I" en sont les 
quatre axes de similitude. 

16. Il suit de là en particulier (12) que» lorsque trois cercles 
sont extérieurs tes uns aux autres , les points de concours des tan- 
gentes communes extérieures à ces cercles , pris tour à tour deux 
à deux appartiennent tous trois à une mime droite. En outre , 
chacun d'eux est. en ligne droite avec deux des trois points de 
concours des tangentes communes intérieures à ces cercles , pris aussi 
tour à tour deux à deux, 

1 7. On voit aussi que , si un cercle variable de grandeur et de si- 
tuation se meut sur le plan de deux autres cercles , de grandeur et 
de situation fixes , les deux droites qui joindront les centres de 
similitude de mimé dénomination de ce troisième cercle avec les 
deux autres , mobiles comme lui , ne feront néanmoins que tour- 
ner sur le centre de similitude directe de ces deux cercles ; tandis 
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que les deux droites qui joindront les centres de similitude de dé- 
nomination différente tourneront constamment sur le centre de si- 
militude inverse de ces deux mêmes ceriles. 

De là résulte ud moyen de construire les centres de similitude 
de deux cercles auxquels un ne peut pas mener de tangentes com- 
munes , à l'aide d'un troisième cercle auxiliaire, extérieur à la fois 
à l'un et a l'autre. On pourra donc aussi construire , dans tous les 
cas, les quatre axes de similitude de trois cercles donnés. 

18. Il résulte de ce que nous avons dit ci-dessus ( 14, i5) que 
lorsque deux cercles sont touchés à la fois par un troisième cer- 
cle , les deux points de contact sont en ligne droite avec l'un des 
centres de similitude des deux premiers', savoir, avec leur centre 
de similitude directe , ou avec leur centre de similitude inverse , 
suivant que le troisième cercle touche les deux premiers de la 
même manière ou d'une manière différente. Dans tous les cas / cette 
droite est un axe de similitude des trois cercles. 

19. Réciproquement, si, par l'un quelconqu« des centres de si- 
militude de deux cercles , ou leur mène une- sécante commune ar- 
bitraire , on pourra toujours assujettir un troisième cercle à la qua- 
druple condition de toucher les deux premiers en deux des points 
où ils seront coupés par cette sécante commune ; pourvu qu'où 
choisisse deux points pour lesquels les deux rayons- ne soient pas- 
parallèles ; ce qui pourra être fait de deux manières différentes. 

20. Bien qu'en général trois - cercles tracés sur un même plap 
ne puissent avoir plus de quatre axes de similitude; o» conçoit . 
cependant que , si trois ou nu plus grand nombre de cercles sont 
inscrits à la fois à un même angle ou a deux angles opposés par 
le sommet , toutes les droites conduites par ce sommet en seront 
des axes de similitude. 

§. IV. 

,21. Oq sait que si, par un point situé comme on le voudra sur 
Tem. XVII 40 
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le plan d'un cercle , on mène à ce cercle une sécante arbitraire ; 
le produit des distances de ce point aux lieux intersections de la 
sécante avec la circonférence sera une quantité constante, indépen- 
dante de la direction de cette sécante. Ce produit constant est ce 
qne M. Steiner appelle indistinctement la puissants d'an, point par 
rapport a un cercle ou 1» puissance d'un cercle par rapport À an 
point ; et cela par analogie avec ce qu'on est convenu, d'appeler 
puissance de [hyperbole* 

as. Si le point dont il s'agit est extérieur au cercle , la puissance 
de ce point ne sera autre chose que le quarré de la tangente me- 
née à ce cercle par le même point. Si au contraire il lui est in- 
térieur sa. puissance sera In quarré de la moitié de la plus petite 
corde menée au cercle par ce point. Dans le cas particulier où le 
point dont il i'agil se trouverait sur la. circonférence t il est clair 
aue sa, puissance aérait nulle, 

a3. Si de ce point- comme centre et arec uu rayon dont le quarré 
soit égal à- sa puissance' par rapport au. cercle , on décrit un autre 
cercle ; ce dernier sera oe que M. Gaultier ,. de Tours , appelle le cer- 
cle radical du premier qui est alors appelé primitif par rapport a 
lai ( Journal de Meole- polytechnique , XVI.* cahier, pag. 124 )• 
Si le point est extérieur au cercle primitif, les deux cercles se cou- 
pent orthogoualement et peuvent être dits indistinctement primitifs ou 
i&dic&ux réciproques l'un de l'autre. Lorsqu'au contraire le point est in- 
térieur au cercle primitif* celui-ci est. dit primitif simple et l'autre radi- 
cal s'umple. Leur corde commune est alors & la fuis uu diamètre du 
radical et la plus petite corde qu'on puisse mener au primitif par 
son centre. Dans le cas particulier où le point serait situé sur la i 
circonférence même du cercle primitif, son cercle radical se ré- 
duirait a ce point lui-même et les deux cercles pourraient indistinc- 
tement être dits primitifs ou radicaux simples ou réciproques l'un 
de l'autre. 

24. Réciproquement i.° si deux cercles se coupent orthogonale- 
ment , ils seront primitifs du -radicaux réciproques l'un par rapport 
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k l'autre et le quarré du rayon de chacun d'eux sera la puissance 
de son centre , par rapport a l'autre cercle ; a." si deux cercles s*- 
coupent de telle sorte que leur corde commune soit à la foi» un 
diamètre de l'uu et la plus petite corde menée à l'autre par son 
centre, le cercle qui aura cette corde commune pour diamètre sera 
le radical simple de l'autre , qui en sera le primitif simple , et té 
quairé de la moitié de celte corde sera la puissance du centre dit 
radical par rapport au primitif. 

§. v. 

25. On démontre, par les élémens , que le lieu géométrique de 
tous les points d'un plan tels que la différence des quarris d* 
leurs distances à deux points fixes de ce plan est une quantité 
constante , est une perpendiculaire unique et indéfinie à la droite 
qui joint ces deux peints; perpendiculaire dont il est d'ailleurs fa- 
cile d'assigner la situation , dans chaque cas particulier, conformé- 
ment aux données du problème. 1 

D'un autre côté, il est aisé de démontrer que , si un point, à 
la fois extérieur ou à la fois intérieur à deux cercles , a la mémo 
puissance par rapport à ces deux cercles , la différence des quar- 
rés des distances de ce point aux centres des deux cercles est égara 
à la différence des quarrés de leurs rayons et est conséquemment 
constante quelle que paisse être d'ailleurs la situation do point demi 
il s'agit sur le plan des deux cercles. 

26. Donc , le lieu géométrique de tous les points du plan de deux 
cercles d'égale puissance par rapport à ces deux cercler est une 
perpendiculaire unique et indéfinie à la droite qui joint leurs- fenê- 
tres , pourvu toutefois qu'on ne considère que des pomts à ta fois 
extérieurs ou k. ha fois intérieurs aux deux- cercles. 

C'est cette droite , unique sur te plan de deux cercles , que M. 
Sleiner appelle leur ligne d'égale puissance et que nous- continue- 
rons d'appeler , arec M, Gaultier , leur axe radical. 
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37. Lorsque l'axe radical de deux cercles les coupe , il ne sau- 
rai 1 évidemment les couper que dans dans leurs points communs; 
pu îsqu'aut rement (a3) la puissance du point d'intersection serait 
nulle par rapport à l'un des cercles , sans l'être par rapport à l'au- 
tre. Si donc deux cercles sont entièrement intérieurs ou entièrement 
extérieurs l'un à l'autre, leur axe radical ne les coupera ni l'un ni 
l'autre ; et l'on pourra de tous les points de cet axe leur mener des 
tangentes de même longueur. 

38. Si les deux cercles se touchent , soit intérieurement soit ex- 
térieurement, leur point de contact-, de puissance nulle par rapport 
à l'un et à l'autre (33), sera un des points de leur axe radical , 
qui sera ainsi leur tangente commune , de tous les points de la- 
quelle on pourra encore conséquent ment mener aux deux cercles 
des tangentes de même longueur. 

39. Si enfin les deux cercles se coupent, leurs points d'intersec- 
tion devront être, l'un et l'autre (^3) , des points de leur axe ra- 
dical qui, de cette sorte, ne sera autre que leur corde commune, 
indéfiniment prolongée. Alors de tous les points de cet axe, autres 
que ceux de la corde commune , et conséquemment extérieurs aux 
deux cercles , on pourra encore leur mener des tangentes de même 
longueur. Quant aux points de la corde commune , intérieurs a la 
fois aux deux cercles, ce seront (23) les plus petites cordes me- 
nées aux deux cercles par chacun d'enx qui seront d'égale longueur. 

30. Si l'on peut mener a deux cercles une tangente commune , 
le milieu de cette tangente sera évidemment (32) un point d'é- 
gale puissance par rapport à ces deux cercles, et conséquemment 
un des points de lenr axe radical ; d'où l'on vojt que les milieux 
de toutes les tangentes communes que l'on peut mener à deux cer- , 
clés sont sur cet axe et par conséquent en ligne droite. 

3 1 . On voit que , dans tous les cas , l'axe radical de deux cercles 
a une infinité de points de chacun desquels on peut leur mener 
quatre tangentes de même longueur. Si donc de l'un de ces points 
comme centre et arec la longueur commune des quatre tangentes pour 
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j-pyon , on décrit un troisième cercle , ce dernier coupera orthogo- 
nak'inent les deux premiers ; de sorte que deux cercles tracés sur un 
même pUn peuvent toujours être à la fois coupés orluogonalement 
par une infinité d'autres cercles. Il est visible que réciproquement 
- du centre de tout cercle qui en coupe orihogonalement deux au- 
tres on peut mener à ceux-ci quatre tangentes de même longueur ; 
d'où il suit ( 22 ) que ce centre est un des points de leur axe ra- 
dical. 

3s* Si l'axe radical a une -portion intérieure aux deux cercles et 
que , par l'un quelconque des points de cette portion , on leur mène , 
a l'un et a l'autre, les plus petites cordes qu'on puisse y faire pas- 
ser , ces cordes auront même longueur et leur milieu commun en 
ce point, qui sera ainsi le centre d'un troisième cercle dont les qiui- 
ire demi-cordes seront, des rayons. Il est visible' que réciproque- 
ment un cercle qui aura pour rayons les quatre demi plus petites 
cordes qu'on puisse mener à deux autres cercles par son centre , 
aura ce centre en l'un des points de leur axe radical. 
• 33. On peut doue encore définir l'axe . radical de deux cercles 
le lieu des centres tant des cercles qui les coupent tous deux or- 
thogonalement que de ceux qui les coupent , de telle sorte que les 
cordes communes sont à la ibis des diamètres du cercle coupant et 
les plus petites cordes qu'on puisse mener par son centre aux cer- 
cles coupés. 

t. VI. 

34. Soient C , C , C" , trois cercles non concentriques , tracés 
sur un même plan , de manière que leurs centres ne soient pas en 
ligne-droite. Soient R , IV , R" respectivement les axes radicaux de 
O et C" , C" et C , C ei C ; et soit r le point . de concours de 
R' et R". Ce point r sera à la fois ( 26) d'égale, puissance par rap- 
port à C" et C , « d'égale puissance par rapport à C et C ; il sera 
donc aussi d'égale puissance par rapport à C' et C" , et sera cou- 
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séqneminent ( 3 1 , 3s ) situé sur R ; de sort* que H , IV , R" con- 
courront en ce point.. On a donc ce théorème : ^ 

35. Les axes radicaux de trois cercles tracés sur un mène plan, 
ti pris tour à tour deux à deux , concourent tous trois en un mime 
point. C'est ce point unique , sur le plan de trois aercles, qne M» 
Steiner appelle leur point d'égale puissance et que- nous appelle- 
rons , avec M. Gaultier , leur centre radicale 

36. Lorsque te centre radical de trois cercles est extérieur a l'utt 
d'eux , il l'est aussi anx deux autres ( 37 ) j et c'est aussi le seul 
point de lenr plan duquel on puisse, leur mener a tous ttois des 
tangentes de même longueur ; c'est aussi te centre du seal cercle 
qui puisse les couper tous trois orthogonale ment. Il n'est , dans ot 
cas aucun cercle qui puisse avoir pour diamètres les pèus' petite» 
cordes menées a ces trois-là par son centre. 

37. Si, au contraire, ce centre radical est intérieur *. tfun d'eux, 
- i| le sera également au* deux autres ( 29)* On ne pourra alors leur 

mener d'aueun point de leur plan de* tangentes de même fongueux 
et cooséquemment aucun cercle ne pourra les couper mus trois or- 
thagonalement ; ntaja leur centre radical se» le centra d'un cercle 
dont trois diamâuea seront iea pins petites cordes rjentée» aux- trew 
autsea par ce même eenice. 

38. Il restait* de ce qui a été dit ci-dessi* f 28 , »§, 35 ) on 
les tangentes ou les cordes communes à trois cercles fui se /a»-. 
chent ou se coupent deux à deux concourent toutes trois en un même 
point, centre radical des trois cercles,, 

39. On Toit aussi que , si un cercle portable de grandeur et de 
situation , sur le plan de deux cercles de grandeur et de situation 
fixe , les touche ou les coupe constamment f les tangentes ou corde* 
communes au premier et aux deux autres -, moiiles comme lai, iront 
néanmoins constamment concourir sur une mime droite , axe radi- 
cal de ces deux-là. . 

De Ut résulte un moyen de construire Faje radical de deux cer- 
cles entièrement intérieurs ou entièrement extérieurs l'un a l'autre 
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à l'aide d'un troisième cercle auxiliaire qui les coupe tous deux 1 
Ou pourra donc aussi construire , dans tous les cas , le centre ra- ■ 
dical de trois cercle» donnés. 

4.O. On voit enfin- que , lorsqu'un cercle en toucha deux autres* 
Us tangentes communes à celui-là et à ces deux-ci font . concourir 
en un point de taxe radical de ces derniers , centre radical des 
trois cercles. 

4 t. Réciproquement, si, par un point de l'axe radical de deux 
cercles, extérieur «'.Tua et a l'autre,, on- mène quatre tangentes a 
ces deux cercles , or pourra toujours assujettir un troisième cercle 
à la quadruple condition' de toucher les deux autres en. des points 
de contact de ces tangentes ; ce qui pourra être fait- de quatre ma- 
nières différentes. Deux des quatre cercles qu'on pou n'a ainsi dé-' 
cïire toucheront les deux cercles' dont il s'agit delà- mMe' manière* 
tandis que les deux autres les- toucheront d'Une manière différent*! 

4a. Bien qu'en général trois cercles tracés sur un même plan ' 
n'aient qu'Un centre radical urn'que ,• on coûçeSt pourtant' que t si ■ 
trois eu un plus grand nombre de cercles passent tous* par les deux,, 
mêmes points , tous les points de la droite qui joindra ces deuk- 
là' pourront être considérés comme' des centrés radicaux de tous' 
ces cercles. Mous allons même voir qne des cercles peuvent avoir' 
une infinité de centres radicaux sans passer par les ' deux mêmes 
points. : i .; , 

S- vil 

43. Soient M et' M' dettx berotes' tracés 1 sur m même pis»; ils-: 
pourront toujours (3i ) être conpeY orthogonakment par une; infi- ; 
nieê d'autres* ayant) tous leurs centres sur : ' Vase radical-des deux! t 
premiers» §oient N , N', Wf ,. o.w.une: suit» de ces cercleà ; deux , 
quelconques N et N' d'entre eux seront ,■ &• leur* tour, doopés or- 
thogonnlement par 1 it\ «tl M4 .dont les centres' se; trouveront ainsi 
satlenr axs> radical.} et comme on en peut diée autant de deux 
quelconques- desi cercles de la> -série' N (I N',N", .«.. il s'ensuit que [ 
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tous ces cercles ont pour axe. radical commun ta droite qui joint 
les centres de M et M'. 

Donc tout cercle M" qui coupera orthogonalement N et N' anra son 
centre en ligne droite avec ceux de M et M' , et devra conséqueeiment 

couper orthogonalement tous les cercles de la série N , N' , N" ; 

ces cercles pourront donc être tous coupés orthogoualement par une ■ 
série de cercles M, M', M", .,.„ ayant tous leurs centres sur leur 
axe radical commmun ; et comme ces derniers seront tons, & l'in- 
verse , coupés orthogonalement par te» cercles de la série N , N' , 
N" , •«•- ils auront pour axe radical commun la droite sar laquelle 
les centres- de ces derniers se trouvent situes. 

44- H demeure donc établi par là qu'on peut toujours construire- 
deux séries de cercles avant leurs centres distribues sur deux droites 
perpendiculaires entre elles, dont chacune est Taxé radical com- 
mun de ceux qui ont leurs centres sur l'autre ; et il est clair qu'a- 
lors chacun des cercles de chaque série sera coupé orthogonalement 
par tons le» cercles de l'auue> série. On voit en outre qu'on pourra: 
toujours se. donner à volonté deux des cercles de l'une des séries. ; 
-45. Si deux des cercles de l'une- des deux séries se coupent, tous 
les cercles de cette série devront passer par les points d'intersection. 
de ces deux-là et avoir ainsi une corde commune unique', puis- , 
qu'autrement (37 ,. 26, zg) ils ne pourraient avoir un axe radie- 
rai commun; mais il est aisé de voir qu'alors les cercles de l'au- 
tre série ne se couperont pas. Les .tangentes menées à tous les cer- 
cles de l'une quelconque des deux séries par le centre de l'un 
quelconque- des'cercles -de' fautre série seront 'd'égalé longueur > et 
les points de la' cordé commune a tous les cercles de la première. 
série seront les centres d'autant de cercles avant pour diamètres les: 
puis petites cordes qu'on puisse mener, par, ces differens poiatslanx; 
cercles de la ..seconde- série. , 

On peut citer. comme nn- des exemples les plus 'familiers 'die- ces- 
deux séries de. cercles , les méridiens et les parallèles , dans la pro- 
jection sléréographique dite, de -Ptoiémée ou de Metcator. 
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45. Dans le cas particulier où deux des cercles de l'une des 
séries seraient tangens l'un à l'autre, tous les cercles de cette sé- 
rie se toucheraient en leur point de contact ; et il en serait de même 
de tous les cercles de l'autre série; de sorte que le lien des cen- 
tres des cercles de chaque série serait une tangente commune aux 
cercles de l'antre série. 

46. Dans le cas général , deux quelconques des cercles de la sé- 
rie. M , M' , M" , ayant pour! axe radical la ligue des centres 

des cercles de la série N,N', W , .... , il faut en conclure ( 38) 
que les cordes communes à l'un quelconque des cercles de celte 

dernière série et à tons les cercles de la série. M, M', M", 

concourent en un même point de la ligne des centres de N, N', 
N" '■ Par une semblable raison , les cordes communes a l'un quel- 
conque des cercles de la série M , M' , M", .... et a tous les cer- 
cles de la série N , N' , N" doivent toutes concourir en un 

même point de la ligne des centres des cercles de la première de 
ces deux séries* 

5. vin! 

4?. Soient an cercle G et une droite indéfinie P , situés comme 
on voudra dans un même plan. Imaginons une série d'angles cir- 
conscrits au cercle, ayant tous leurs sommets s, s' , s" , sur 

la droite P; ces sommets seront aussi les centres d'une suite de 
cercles S, S 7 , S", .«.coupant tons orlhogonalement le cercle C et 
ayant conséquemment pour axe radical commun la perpendiculaire ■ 
à P conduite par le centre de C. Les cordes de contact de ces an- 
gles circonscrits ne seront doue attire chose que les cordes commu- 
nes à C et aux cercles S , S / , S", ... ; donc (45) toutes ces cor- 
des devront concourir en un même point p de la perpendiculaire 
à P condnite par le centre de C. On a donc ce théorème. 

48. Lorsque des angles circonscrits à un même cercle ont leurs 
sommets sur une même droite , leurs cordes de contact concourent 
Tarn. Xril. 4i 
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toutes en un même point ; et il est aisé de voir que , réciproque- 
ment , lorsque les cordes de contact d'une suite d'angles circons- 
crits à un même cercle concourent en- un même point , les sommet* 
de ces angles appartiennent tous à une même droite. 

49. Lorsqu'un point et une droite ont une semblable relation , 
par rapport a un cercle , le point est dit le pâle de la droite qui 
est dite , & son tour , la polaire de ce point. On voit par là qu'une 
tangente a un cercle et son point de contact sont polaires et pôle 
l'un de l'autre, par rapport à ce cercle. 

50. Soient s le sommet d'un angle circonscrit à un cercle dont 
c soit le centre ; soient p et a les deux extrémités de la corde de 
contact et m son milieu qui se trouvera sur es. Op pourra consi- 
dérer p et q comme les sommets de deux angles circonscrits , éganx 
l'un et l'autre à deux angles droits , se confondant , ainsi que leurs 
cordes de contact, avec les tangentes ps et as; d'où U suit (48) 
que le point s est le pôle de la droite pa. 

Par le point s soit menée une parallèle hpq , laquelle sera comme 
elle perpendiculaire & es ; Au pôle devra se trouver sur pq , mais, 
comme ce pôle . doit aussi être sur es , il se trouvera a l'intersec- 
tion m de ces deux droites. 

5i. Ainsi, lorsqu'un angle est circonscrit à un cercle, son som- 
met est le pôle de la corde de contact dont le milieu est , à tin- 
perse , le pôle de sa parallèle conduite par ce sommet» 

Ce théorème offre tout ce qui est nécessaire pour construire , dans 
tous les cas , le pôle d'une droite donnée ou la polaire d'un point 
donné. 

5a. Soient A et B deux droites se coupant eu e ; soient a et J 
leurs pôles respectifs et C la droite qui joint ces pôles. 1.* Si te 
point c est extérieur au cercle, la corde de contact de l'angle cir- 
conscrit qui v aura son sommet et qui en sera la polaire (Si )', 
devra ( 48 ) contenir les deux points a et h , et ne sera couséqueui- 
ment autre chose que la droite C elle-même. 

a.* Si le poiut c est intérieur au cerclé', auquel cas les drot- 
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tn .A et B seront deux «ordes, les poinU a et b seront (5r)les 
sommets de deux angles circonscrits dont ces cordes seront les cor- 
des de. contact; d'où il suit (4&) <I U * 1« droite C, qui joint a et 
h , sera la polaire du point c. 

53. Ainsi , le point d'intersection de deux droites est Je pôle de 
la .droite qui joint leurs pâles; et' réciproquement la droite oui 
joint deux points est la polaire de Y intersection des polaires de ces 
deux points. 

54. On peut encore dire ( 48 ) que la polaire de tout point d'un» 
droite passe par le pôle de' cette droite , et que réciproquement , 
h pôle de toute droite oui passe par un point est sur la polaire 
de ce point. ' 

55. On voit enfin, (5a) que, si plusieurs droites concourent en 
un même point , leurs pôles appartiendront tous à une même" droite ; 
et que réciproquement , si plusieurs points appartiennent à une même 
droite , leurs polaires concourront toutes en un même point. 

56. Il est manifeste que les pâles des lignes hcmôlogues de deux 
cercles en sont des points homologues ,' et que réciproquement les 
polaires de leurs points homologues en sont des lignes homologues. 

57. Le centre de similitude de deux cercles a , par rapport à ces 
deux cercles , des polaires perpendiculaires à' la' droite qui joint 
leurs centres, et qui , suivant la précédente remarque , sont des lignes 
homologues de ces cercles. Ces droites ont été appelées les polai- 
res de similitude de deux cercles. Elles sont dites polaires de si~ 
militude directe on de similitude inverse , suivant la dénomination 
des centres de similitude dont elles sont les polaires. 

Si deux cercles sont désignés par C et C, nous désignerons res- 
pectivement 'par d" et i" leurs centres de similitude directe et in- 
verse , par P*. et PV leurs polaires de similitude directe , et par 
P> et PV leurs polaires de similitude inverse. 

Lorsque les deux cercles seront désignés par C et C" , nous dé 
signerons respectivement leurs centres de similitude directe et in- 
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Tcrse par d et *', leurs, polaires de similitude directe par P', et 

P"^, et leurs polaires de similitude inverse por P'* et P'V. 

Et lorsiju'eoftn les deux cercles seront désîgués par C" et C , nom 
désignerons respectivement leurs centr.es de similitude directe et in- 
verse par d' et i' > leurs polaires de similitude directe par P", et 
P^. et leurs polaires de similitude inverse par P",. et P,~ 

58. Soient présentement C , C' , C" trois cercles tracée sur un 
même, plan on sait ( i5) qu'ils ont pris tour-à-tour deux à deux, 
six centres de similitude , trois d , d' t d" de similitude directe et 
trois i f «'i i" de similitude inverse. On sait de plus que les trois 
points d, d' y d" appartiennent à une même droite D, que les trois 
points d, ï , i" appartiennent à une même droite I , les trois points 
d' , i", i à une même droite K' et enfin les trois points d", i,C 
a une même droite I", 

Désignons respectivement -par p Jt p' 4 , p" 4 les pôles de D par rap- 
port à C , C,C", par p t , p\ , p'\ , par />,- , p',. , p'\- , par p r » 
p'r- 1 p"f ^s pôles respectifs , par rapport aux mêmes cercles , de 
1,1', 1". 

Il y aura ainsi (53) quatre pôles relatifs a chaque cercle, savoir : 



pour C 



p, , intersection des polaires P /t P/- , 

p t , intersection des polaires P,. , P,- , 

p< , intersection des polaires P^. , Pj- , 

pr , intersection des polaires P, , P f ; 

pf â , intersection des polaires PV , P'/ , 

/>', , intersection des polaires P',- , P' ( , 

p'i- » intersectîou des polaires PV , P^ , 

p / i , intersection des . polaires P',- , V' t t 
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p" 4 , intersection des polaires V" d , P'V , 
p"r > intersection des polaires P", , P'V , 
p'\ , intersection des polaires V" dt V", , 
, p"it , intersection des polaires P-^ , P", , 



Et , comme les quatre droites D , I , V , V sont ( i5) des droites 
homologues communes aux trois cercles C , C , C" , il s'ensuit qae 



Pi » /»'• , P u * 

Pr , /»V » />",- 



en seront des points homologues ; 



et voilà pourquoi on les a appelés des pèles ie similitude. 

5g. Soient C , C deux cercles tracés sur un même plan , et soit 
O nn troisième cercle qui les touche tons deux eu / et t' , respec- 
tivement. 

Supposons , en premier Heu , que ce troisième cercle touche les 
deux antres de la même manière , c'est-à-dire , qu'il les touche tous 
deux extérieurement , ou bien les enveloppe tous deux on enfin en 
est lui-même enveloppe* ; alors les points de contact / et t' seront 
( 18) , avec le centre d" de similitude directe de C et C', sur une 
même droite, axe de similitude- des trois cercles. 

- Soient c , c' -, o les pâles respectifs de cet axe de similitude , par 
rapport à C , C', O , ces pôles en seront des points .homologues 
(56) , d'où il suit que des droites parallèles , de direction quelcou- 
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que , menées par ces trois points seront des lignes homologues des 
trois mêmes cercles , puisque passant par des points homologues , 
elles feront des angles' égaux avec la ligne homologue commune 
//'. 11 eu sera donc ainsi , en particulier , i l'égard des perpendicu- 
laires conduites par ces trois points a la droite qui joint les cen- 
tres de C et C. Désignons respectivement -ces perpendiculaires par 
ce, c'e*, oo. ■ 

D'abord- (5i ) le point o étant le point de concours des tangen- 
tes menées à O par / et /', il s'ensuit (4o) que ce point o est 
un point de l'axe radical de C et C , et qu'ainsi la droite os n'est 
autre chose que cet axe radical lui-même,. que nous avons désigné 
ci-dessus par R". 

Ensuite le point c .étant, par rapport a C-, le pôle de tt f qui 
passe par rf" fil s'ensuit que la polaire de ce dernier point, rela- 
tivement an même cercle, devra (54) passer par c\ et comme elle- 
doit d'ailleurs être perpendiculaire & la droite qui joint les centre» 
de C et C, il s'ensuit qu'elle ne sera autre chose que la droite 
ce elle-même, On prouvera , par no sembj&blfe raisonnement-, 
que ^est également la polaire du point d" , par rapport au cer- 
cle €'. De sorte que ce et c'e' sont les polaires de similitude direct* 
de C et O, désignés ci-dessus par P^ et PV< 

Supposons* , en second' lieu , que le cercle O touche tes cercles- 
C et C' d'une manière différente , c'est-à-dire , qu'il touche l'un d'eu* 
extérieurement, tandis qu'il enveloppe l'autre on en est enveloppé j 
alors (18) les points de contact/ et /'seront en ligne droite avec 
le centre de similitude inverse i^'des deux cercles C et C'. Soient 
encore * , c*, o les pôles respectifs de celte droite par rapport A 
ces trois cercle», et soient menées par ces trois pôles les perpendi- 
culaires ce , c'e' , oo â la droite qui joint leurs centres. On prou- 
vera , comme, ci-dessus , que oo est encore l'axe radical R" des 
deux cercles C et C'j mais ici ce et c'e' deviendront le» polaires 
de similitude inverse T r et PV des deux mêmes cercles. Ou a doue 
ce théorème dû à M. Durrande" : 
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60. L'axe radical de deux cercles est situé , par rapport à tout 
cercle qui les touche tous deux , de la même manière que le sont 
par rapport à ces deux cercles , leurs polaires de similitude de 
même dénomination ; savoir , leurs polaires de similitude directe ou 
leurs polaires de similitude inverse , suivant que le troisième cer- 
cle touche les deux autres de la même manière ou d'une manière 
différente. 

61. Il résulte delà, en particulier, que Taxe radical de deux 
cercles est semblàblement situé soit par rapport à tous les cercles 
qui les touchent tous deux de la même manière , soit par rapport 
à tous les cercles qui les touchent tous deux d'une manière dif- 
férentes d'où il suit encore que le centre de similitude de deux 
cercles qui en touchent deux autres est situé sur taxe radical de 
ceux-ci; savoir, leur centre de similitude directe ou leur centre de 
similitude inverse, suivant que' les deux premiers cercles louchent 
les deux autres de la mime manière ou d'une manière différente. 

62. Soient présentement trois cercles C , C, C" touchés à ta 
fois par un même cercle O; et supposons d'abord, que ce dernier 

-touche les trois autres de la, même manière. 

Farce que O touche C et C de la même manière, leur axe ra- 
dical R" sera situé par rapport à O (60) de la même manière 
que la polaire de similitude directe P*. le sera par rapport à C ; 
et parce que O touche aussi C et C" de la même manière , leur 
axé radical R / sera situé par rapport à O de la même manière que 
le sera la polaire de similitude directe Pj. par rapport à C ; donc 
.le centre radical r , intersection des deux droites R" et R' , sera 
situé par rapport à O de la même . manière que .le sera par rap- 
port à C l'intersection p d de leurs homologues P> et P^-. On prou- 
vera de la même manière que p' d ,et p" d sont respectivement si- 
tués par rapport à C et C" , comme r se trouve l'être, par rap- 
port à-O; .de sorte, que pt^p'** p"* «tr sont .des points, respeciive- 
tneht homologues de C , C , C" et O. 

Supposons ,. ta. secqad lieu , „que. le .cercle jO touchant toujours 
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O et C" de la même manière, touche C d'une manière différente; 
alors, ce cercle O touchant C et C d'une manière différente, leur 
axe radical R" sera situé (60 ) par rapport à O comme la polaire 
de similitude inverse P,- le sera par rapport à G. Par une sem- 
blable raison , l'axe radical R' sera situé par rapport à O comme 
le sera par rapport a C la polaire de similitude inverse P,* ; donc 
le centre radical r , intersection de R" et IV sera situé , par rap- 
port à O, comme le sera par rapport à C le pôle de similitude 
p,, intersection de leurs homologues P,- et P,~. On prouvera de la 
même manière que p\ et p" k sont aussi situés par rapport & C' et 
C" respectivement, comme r se trouve l'être par rapport à O. De 
sorte que p t ->p\ , p"; et r seront des points homologues respectifs 
de C, C', C" et O. 

Si C" et C étaient les deux seuls cercles qui dussent être tou- 
chés de la même manière par O , ce seraient p r , p',. , p".. et r qui 
seraient des points homologues respectifs de C , C , C" et O ; et 
si les cercles qui doivent tous être touchés de la même manière 
par O étaient G et C / , ce seraient p?. , p' r , p",-. et r qui seraient 
des points homologues respectifs de C , C' , C" et O. On a donc 
ce théorème. 

63. Le centre radical Je trois cercles est situé par rapport à un 
cercle qui tes touche tous trois de ta mime manière que le sent, par 
rapport à ces trois cercles tes pèles de lun Je leurs axes de simili- 
tude , pris respectivement par rapport à ces me mes cercles ; savoir , 
les pôles de leur axe de similitude directe, si le quatrième cercle 
touche les trois autres de la même manière , et les pôles de l'on 
de leurs axes de similitude inverse , si ce quatrième cercle touche 
deux de ceux-là de la même manière et le troisième d'une manière 
différente; auquel cas il faudra choisir celui des trois axes de si- 
militude inverse qui contient le centre de similitude directe de deux 
cercles qui doivent être touches de la même manière par le qua- 
trième. 

64. Si l'on considère présentement que , lorsque deux figures sem- 
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blables sont semblablement situées ( 7 ) , les droites qui joignent leurs 
points homologues en sont des lignes homologues qui (3) doivent 
passer parleur centre de similitude, et que (i4) le point de contact 
de deux cercles qui se touchent en est nn centre de similitude , on 
conclura de la le théorème que voici ; 

65. Les droites qui joignent le centre radical de trois cercles aux 
pèles de F un de leurs axes de similitude , relatifs à ces trois cercles , 

les coupent respectivement à leurs points de contact avec un quatrième 
cercle qui les touche tous trois.; savoir, à leurs points de contact 
•vec un cercle qui les touche tous trois de la même manière , si 
l'axe de similitude dont il s'agit est un de leur axe de similitude 
directe, et à leurs points de contact avec un cercle qui touche deux 
d'entre eux de la même manière , et le troisième d'une manière dif- 
férente, si an contraire l'axe de similitude dont il s'agit est un des 
axes de similitude inverse; et alors les deux cercles touches de la 
même manière sont ceux qui ont leur centre de similitude directe 
sur cet axe. 
- On résoudra facilement, d'après cela, le problème suivant r 

66. PROBLÈME. Décrire un cercle qui en touche trois autres 
donnés sur un mime plan ? 

Solution. Comme on sait faire passer une circonférence par trois 
points donnés , tout se réduit évidemment à construire les points 
de contact du cercle cherché avec le cercle donné. 

Veut-on que le cercle cherché touche les trois cercles donnés de 
la même manière, on joindra leur centre radical aux pôles de leur 
axe de similitude directe , pris par rapport à ces trois cercles , par 
des droites, dont les intersections, respectives avec eux , détermine- 
ront leurs points de Gontaet avec le cercle cherché. 

Yeut-on , au contraire , que Je cercle cherché touche deux des 
cercles donnés de la même manière et le troisième d'une manière 
différente, il s'agira uniquement de substituer , dans la construction, 
à l'axe de similitude directe , celui des trois axes de similitude la- 
verie qui contiendra le centre de similitude directe des deux cer- 
Tom. XVU. fa 
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nies qui devront être touchés de la métue manière par le cercle 
cherché. 

Chaque construction donnera six points de contact, relatifs à deux 
cercles qui résoudront le problème ; mais on parviendra aisément 
à distinguer les trois points de contact relatifs à un même cercle , 
en observant que les droites qui les joignent aux centres des cer- 
cles auxquels ils appartiennent respectivement, doivent concourir en 
un même point, centre du cercle cherché. 

Tout amour propre d'auteur à part, cette construction , que nous 
avons donnée. pour la première fois il y A plus de douze ans ( Mé- 
moires de Turin pour i8i4)> nous parait de beaucoup préférable 
a toutes celles qu'antérieurement et postérieurement on a données 
du même problème. 

§■ X. 

67. Considérons de nouveau denx cercles C, C touchés a la .fois 
en / et ;' par un troisième cercle O , et dont les points de contact 
sont en ligne droite avec le centre de similitude directe d" ou le 
centre de similitude inverse i" des deux cercles C et C, suivant que 
le cercle O les touche de la même manière ou .d'une manière dif- 
férente. 

Soient menées les tangentes communes en / et t' aux deux cer- 
cles C et O et au cercle O et soit o leur point de concours , si- 
tué sur l'axe radical de C et C De ce point comme centre et avec 
un rayon et=ot' soit décrit un quatrième cercle O ; ce cercle cou- 
pera orthogonalement les deux premiers en / et t' j d'où il suii 
(44) que la longueur, soit de la tangente soit de la plus petite 
corde menée au cercle fl par le point d" ou par le point i" , en 
ligne droite avec t et /' , sera constante , quelle que soit la si- 
tuation du cercle O , pourvu seulement qu'il touche les deux 
■autres C et C; mais le quàrré de cette tangente on de la moitié 
de cette plus petite corde est égal au produit d'iud'W , on au pro- 
duit i^'t.P'V , suivant que c'est le point d'* ou le point i" qui est 
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cà ligue droite avec les deux points t et C ; donc ce produit est 
aussi constant quel que soit le cercle tangent O. Ou a donc ce 
théorème ( 4 > ) : 

68. Si, par Fan des centres Je similitude de deux cercles, on 
mène à ces deux cercles ' une sécante commune arbitraire , le pro- 
duit des distances de ce centre aux intersections de la sécante avec 
les deux cercles sera constant , quelle que soit la direction de cette 
sécante , pourvu que l'on choisisse ces points d'intersection de telle 
forte que les rayons, correspondons ne soient pas parallèles. 

Ce produit constant est ce que M. Steiner appelle la commune 
puissance de deux cercles. Nous la dirons directe ou inverse , sui- 
vant la dénomination du centre de similitude auquel elle sera re- 
lative. 

69- La droite U' corde commune aux deux cercles O et Ci , en 
est aussi l'axe radical ; puis donc que cette corde contient l'un des 
deux points d" et /" , il s'ensuit que les tangentes on les plus pe- 
tites cordes menées par ce point d" ou i" aux deux cercles O et 
CX sont de même longueur ; puis donc qu'elles sont d'une longueur 
constante pour le cercle fl , elles le seront également pour le cer- 
cle O ; c'est-à-dire » en d'autres termes , que ce point d" ou i" en 
sera le, centre radical commun; 

Donc, si de ce point d" ou i" comme centre , et avec un rayon 
dont le qiiarré soit égal. a la commune puissance des deux cercles 
C et O, on décrit un troisième cercle , ce cercle coupera ortho- 
gonalement tous les cercles qui toucheront à la fois les deux cer- 
cles C et C, pourvu qu'ils les touchent de la mime manière ou 
d'une manière différente , suivant que la commune puissance dont 
il s'agira sera directe ou inverse. 

70. Les deux cercles qui ont ainsi pour centres les centres de si- 
militude de deux cercles donnés et dont les quarrés des rayuns sont 
les communes puissances respectives de ces deux cercles, par rap- 
potà ces deux points, cercles de'jà considérés par M. Gaultier , sont 
ce que M. Steiner appelle les cercles de commune puissance de ces 
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deux-là; chacun d'eux est dit direct ou l'averse, suivant la déV 
aomination de son centre. 

g. XI. 

71. Soient C» C', C" trois cercles non concentriques , traces sur 
un même plan , et dont nous supposons les centres n'être pas en 
ligne droite. Soient respectivement d et / , d' et i' , d /f et i" les 
centres de similitude directe et inverse de C et C" , C" et C , 
C et C. On sait ( i5) que les trois points d, d' t d" appartiendront 
à une même droite D , les trois points d, i' , i" à une même droite 
l , les trois points d' , i" , i à une même droite V et les trois points 
d" , / , i' à une même droite V. Soient enfui A et T , A' et T' , 
A'' et T" les cercles de commune puissance directe et inverse de 
C et C" , C" et C , C et C. 

Soit un cercle touchant de la même manière les trois cercles 
C , C' , C"; ce cercle devra (69) être coupé orthogonalement par 
les trois cercles A , A' , A'' ; il les coupera donc lui-même ortho- 
gonalement; et conséquent ment (43) ces derniers auront un axe ra- 
dical commun , perpendiculaire a l'axe de similitude directe D des 
trois cercles C , C' , C" et contenant le centre de O. 

Supposons au contraire que O , touchant encore C et C" de la 
même manière, touche C d'une manière différente; alors ce cer- 
cle devra ( 69 ) être coupé orthogonalement par les trois cercles 
A , T, T" ; il les coupera donc lui-même orthogonalement ; et con- 
séquemment ( 43 J ces derniers auront un axe radical commun , per- 
pendiculaire à l'axe de similitude inverse I des trois cercles C, C» 
C" et contenant le centre de O. 

On prouvera d'une manière semblable que les trots cercles A' , 
T" , T ont un axe radical commun , perpendiculaire i l'axe de 
similitude inverse V , contenant les centres des cercles qui touchent 
C" et C de la même manière et C d'une manière différente; et 
que les trois cercles A" , T , V ont aussi un axe radical comm un 
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perpendiculaire & l'aie de similitude inversa 1", contenant les cen- 
tres des cercles qui touchent C et C de la même manière et C" 
d'une manière différente. On a donc ce théorème : 

72. Les cercles de commune puissance directe de trois cercler 
tracés sur un mime plan , et pris successivement deux à deux , 
ont tous trois un même axe radical; et chacun d'eux a un même 
àxe radical avec deux des cercles de commune puissance inversé 
de ces trois mêmes cercles , pris aussi successivement deux à deuxt 
êe manière que les six cercles de communes puissances .de trois 
cercles donnés n'ont en tout que quatre axes radicaux , dont cha-, 
cun appartient a trois d'entre eux. 

Nous appellerons désormais ces quatre axes les axes de commune 
puissance de trois cercles donnés ; celui qui appartient aux trois 
cercles de commune puissance directe sera l'axe de commune puis- 
sance directe ; les trois autres seront les axes de commune puis- 
sance inverse, 

73. Remarquons présentement que le cercle unique (37 et 38) 
radical commun des trois cercles donnés C , C, C" , doit être aussi 
•oupé orthogonalement (67)» tout comme le cercle qui les tou- 
che tous trois , par leurs cercles de commune puissance , d'où il 
suit que son centre , centre radical des trois cercles C , C , C" doit 
se trouver à la fois sur les divers axes de commune puissance 
qui , de cette sorte , concourent tous quatre en ce point. De là ré- 
sulte (71) ce théorème dû à M. Gaultier: 

74. -Les centres des huit cercles qui touchent à h fois trois cer- 
cles donnés sont distribués , deux à deux , sur les perpendiculai- 
res abaissées du centre radical de ces trois cercles sur les directions 
de leurs quatre axes de similitude. La perpendiculaire sur l'axe de 
similitude directe contient les centres des deux cercles qui tou- 
chent de la même manière les trois cercles donnés. Chacune des 
autres contient les centres des deux cercles qui , touchant de la même 
manière les deux cercles dont le centre de similitude directe est 



y Google 



3i4 CONTACTS 

•ur l'axe de similitude correspondant, touchent l'autre cercle d'un* 

manière différente. 

P. S. Monge a démontré , dans son Application de T analyse à U 
géométrie , que toute surface du second ordre pouvait être engen- 
drée de deux manières différentes par un cercle variable de fayon 
dont le centre parcourt une droite et dont le plan demeure cons- 
tamment parallèle à lui-même; d'où il a conclu que, par chacun 
des points d'une surface du second ordre , on peut toujours tracée 
deux cercles qui y soient entièrement situés; proposition qui a été* 
admise sans contestation par tous les géomètres français. 

Cependant , à la page 5o de la première tir raison du Journal de 
M. Crelle , M. Steincr croit devoir signaler , comme faisant excep- 
tion à cette loi , le paraboloïde hyperbolique , les cylindres hyper- 
bolique et parabolique et le système de deux plans ; et l'exception 
qu'il signale a été accueillie par MM. les Rédacteurs du Bulletin 
universel de M. le B. on de Ferussac , dans leur numéro de jan- 
vier 1837 , page 3. Si elle était fondée, il faudrait aussi y com- 
prendre le cône et le cylindre droit et généralement toutes les sur- 
faces de révolution du second ordre autres que la sphère, par cha- 
cun des points desquelles on ne peut tracer qu'un cercle unique 
qui y soit entièrement' contenu. U faudrait également excepter les 
sommets des cônes et les pôles des surfaces de révolution , par les- 
quels on ne saurait conduire aucun plan qui y détermine des sec- 
lions circulaires. 

Mais de telles exceptions sont-elles recevantes ? Nous ne le pen- 
sons pa». Monge , en énonçant son théorème , les avait sans doute 
aperçues tout aussi bien que nous ; mais il n'a point aussi assigné 
de limites ni aux rayons des deux sections circulaires que l'on peut 
obtenir dans une surface du second ordre par chacun de ses points, 
ni à l'angle des plans des deux sections ; d'où il résulte, a ce qu'il 
nous paraît , que ce serait mal entendre ce théorème , que ce se- 
rait lui ôter une parue de la généralité qui en fait le principal mê- 
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rite que de ne pas admettre que ces grandeurs , comme toutes les 
grandeurs variables, peuvent, dans certains cas particuliers, devenir 
nulles , infinies ou indéterminées, ou» en d'autres termes, que les 
Jeux cercles peuvent dégénérer en des points ou des droites, qu'ils 
peuvent se confondre en nn seul , ou qu'enfin ils peuvent être en 
nombre infini pour chaque point , comme il arrive dans la sphère. 
Or , le théorème ainsi entendu né saurait souffrir aucune sorte 
d'exception. 

On doit être d'autant plus surpris que M. Stciner ne l'ait pas 
entendu dans ce sens que précisément un des principaux avantages 
de, ses belles constructions , pour les problèmes de contact , est de 
se plier sans effort aux cas où tous ou partie des cercles ou des 
sphères donnés deviennent des points , des droites ou des plans. 

Mous n'ignorons pas qu'il est des géomètres qui ne souffrent qu'a- 
vec une sorte d'impatience qu'on se permette de considérer la ligné 
droite comme une portion de circonférence d'un rayon infini , et cela 
peut-être uniquement parce que les anciens n'ont pas usé de cette 
liberté ; mais n'est-ce pas précisément à cette manière plus large 
d'envisager l'étendue géométrique que les modernes sont en partie 
redevables de leur supériorité dans la géométrie pure ? Supériorité 
que les mêmes géomètres pourront bien aussi leur contester ; mais 
qui n'en demeurera pas moins un fait patent pour qui ne voudra 
r*as h refuser à l'évidence* 
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QUESTIONS PROPOSÉES* 

Problème de géométrie. 

IrROBLÈME. Etant donnés , svr un même plan , trois cercles ex* 
tirieurs les uns aux autres , décrire sur ce plan trois autres cer~ 
êtes t également extérieurs les uns auxj'autres , tels que chacun d'eux 
touche les deux autres et deux des cercles donnés ? 

Solution. Soient G , C , C" les L'ois cercles donnés. 

Soient A , A' , A" respectivement , les cercles de commune puis- 
sance directe de C et C", C" et C, C et C. 

Soient décrits trois autres cercles T , T', T" touchant extérieu- 
rement le premier C , A' , A" , le second C' t , A" , A ei le troisième 
C", A , A' i et soient respectivement t , t' t t" les points de contact 
de C et T, de C et T' , de C" et T". 

Soient encore décrits trois nouveaux cercles U , U', U", le pre- 
mier passant par / et touchant extérieurement T' et T", le second 
passant par t' et touchant extérieurement T" et T , enfin le troi- 
sième passant par t' 1 et touchant extérieurement T et T'. 

Soient enfin décrits trois cercles O, O', O v , touchant extérieu- 
rement , savoir , le premier les cercles U , C , C" , le second les cer- 
cles D' , C , C , et le troisième U" , C , C ; ces trois derniers se tou- 
cheront extérieurement deux à deux et résoudront ainsi le problème. 

On propose dé démontrer cette construction (*) ? ^ 



(") M. Steiner donne cette coaitruetion sans la démontrer | maie en an- 
nonçant que m démonatratioo resuite uniquement dei principe) exposés dan» 
son mémoire et que nom venons de faire connaître. . 
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ANALYSE TRANSCENDANTE. 

Démonstration du théorème de Taylor , pour 
les fonctions d'un nombre quelconque de va- 
riables indépendantes , avec la détermination 
de Terreur que Von commet lorsqu'on arrête 
la série donnée par ce théorème à Vun quel- 
conque de ses termes ; 

Par M. Ampère » de l'Académie royale des sciences de 
Paris , de celles d'Edimbourg , de Cambridge , de Ge- 
nève , etc. , Professeur au Collège de France et à l'Ecole 
polytechnique. 

Jr our développer 

V={(x+g, r +h,z+k,...-) 
en partant de 

*=!-(*, y, *,„.„), 

il faut prendre une râleur intermédiaire 

on « est compris entre o et i. En frisas! varier a entre ces limi- 
tes, on Toit qu'i la première , où o=o, on a u'=.u et qu'à la 
seconde , où ou= i , on a u r =U. 

Cela posé, si l'on considère la quantité 

Tarn, XFII, n.» XI, x." mai 16*27. 43 
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V-*' _ f[«-hr,r-M^4^->)-ft»+M.H-*»«-h*."-)- ' 

qui se présente sous la forme -| quand *=i , on verra aisément 
que cette quantité ne peut , en général , devenir "nulle ni infinie pour 
cette valeur de a ; car , d'après le théorème sur le. rapport des 
accroissemens d'une variable indépendante et d'une de ses fonc- 
tions , ou a 

=i[i',(.*+e,r+<**.'+'* )+••] . 

«•+g,r+*,<+K y-tr+t.ir+t. «+*—>. 

i — » 



et par conséquent , en ajoutant et réduisant , 

t(*+g,y+!i,i+k, )-<»4«»,r+.»,H"*.--> 



^'.{xJrog.y+ah, x+o* ) 

+hi>,{x+g,y+ah, *+«*, ) 

+M>,{x+g, r +/,, z+ak,.. .) 



■ +j.,-M.,+fe,4w 



,GooqIe 



DE TAYLOR. 3ig 

Quand oc=i , les quantités »,,»,, *j deviennent nulles , arec tes 

accroissemens g—eg t h—ah , A— ai et l'on a 



gt'&+g,y+h,*+l, ) 

K _„, | +M',(*4*>H-M+*.....--) 



+M'.(*+é-.r+*^+*.---) 



qui , d'après le théorème cité* , ne peut être % eu général , ni nulle 
ni infinie. Ainsi la quantité 

i — • 

est une fonction de a qui rie devient ni o ni oo quand elle se 
présente sous la forme |. En la désignant pat P , nous aurons 

^=P, ou iT^'K^JP j 

U conservant la même valeur quelle que soit celle qu'on donne à 
a et u' , et P variant avec ou 

En diSéreotiant successivement par rapport a a , on obtient cette 
suite d'équations 

i* t t s dP » 



iV !_/ N d * P dP 

- — +(i— a) -t— — s — =0 . 



dv J_ f \ d ' p 5 d,p 
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dv . . i-r d—p 



d'où 



_ du' . I— a dP 

J '=d7+— -57 



«P _ , d-a' I— « d-P 
d. — » da- "*■ a ' da- ' 

I-a d>P 



d-P 
da- 



da- 
dV 



— T j,j T 3 ' da> * 



d—P 1 d"a' , 1— a d n P 

da— — i" daa ■ ~„ ' da" ' 



<*) 



et par conséquent 
r/a«u'+(i-a)l> 



isu'-f* 



/J. ('— a» *î , (»— a)' dP 



I da 



(1— a) d* fi—)- d-» 1 (1-a)' d»P 

au ~r ^^~ j — "F* TT "-" * TT 

' I da i.a da- t. a da* 

— 'il ( '~*' — I ( """' d "°' ('—a) 1 iV . (I-a)- diP 

t" > da T* I.J «V"'" i.a.3 da- "■" i.j.J da- ' 

et , en général 
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i a» 



(w)3 dV 
+ i.a.3 A** 



W 






formule qui se continue indéfiniment , suivant la même loi; car, 

en la supposant vérifiée pour tous les termes qui précèdent le Teste 

(i—«)" d-*P ., _ „ * ,. . i'-'P , 
r - -z — - , il suffira d y substituer au lieu de U 

i.a„..(n—i) d»*'* J d*" 

valeur (A) pour obtenir 

/r— »/-i. <'""> f£ i <■— >' *'"' i t*-^ 1 d3u/ . - 
" r x &•'*' ta d^ + T^" d^"*""' 

(,— .)■ d'uf (!—)-+■ d-p 
"*'* ia..ji d»« ' i.* w ...r- d»" ' 



qui est la même formule pour un terme dé plus ; es sorte qu'é- 
tant vraie pour n termes , elle l'est aussi pour n+i , puis , gar la 
même raison , pour n-|~a termes et ainsi de suite. 
Comme nous n'avons fait varier que ot, daas 



B / i=f(d7+(y,/+-aA,r+a*,.....) f 



|M>1 



au en déduire 
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A'u> dV à-m' 



et que cette fonction est composée en ar-t-oy ,j-+-aA, z-f-a* , — .— * 
comme la fonction donnée u l'est en x t y , z ,....; il sera aisé de 
calculer ces dérivées successives par les règles ordinaires du calcul 
différentiel. En effet, en différentiaot u—î(x,y, z t ... ) relativement 
à toute» les variables x , y , z , .... qui y sont contenues , en regar- 
dant à chaque différentiation successive , d.r , dy , dz , comme 

des constantes ; on aura, pour ses différentielles des divers ordres r 
des fonctions de x , y , z >..,., dx- , dtjr > dz , ,„.. qu'on pourra repré- 
senter pat 

du — î,{x,y, z, .«*... dx,dy,dz) r 
Jt x u=sf t (x t f,z > ,..~.Ax,3.y,dz) , 
•"j* =£»(■*>/,*,— -..dx,ùy } di) , 



en se rappelant que àx , dy, dz-, ,.■*. se- trouvent à' xtqt seafc di- 
mension dans tous lès termes de f, , 1 deux dans tous les termes- 
de f t , à trois dans toua tes. l*rmes de f, -«t ainsi de suite ; les 
fonctions de x,y,~x t ...„ qui entrant, dans les mêmes termes étant 
les dérivées partielles de », qui ne sont susceptibles , en général , 
de devenir ni nulles ni «finies,- '■ 
Cela poatf , si l'on faic 

en aura 
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da'=f,(jr', < y',*' l . dj^dyVdx' ) , 

dV= f , (& , ,y / , «', «.-.. <Lr', dv 7 , d-z'.. ) , 

dVarf l X*',v',x / ,— ...dj^dy.cV.......) , ^ 



Poot avoir les valeurs de ces différentielles de u\ quand on n'f fait 
varier que a , il suffira de substituer , dans Les équations précédentes t 
les valeurs de d^ , ày 4 , àz' , .«.«.. relatives à cette h vpothèse , qui 
«ont 

ôV==yd<x , tyszhda t dz'Œ&ln, ....; 

ce qui donne 

du* 

— -d«=f,(je / ,j / ,^ / ,«...^da,Ad«,Ad« / .-...) , 
— da*=f, (*',/, *', ...-.yda^da, *d«,,...) ^ 



Le nombre des dimensions de.da, dans les seconds membres 

étant le même que celui des dimensions de àx , dy,dz, dans 

les différentielles successives dé u ; c'esw*-dire, 4 pour la première , 
2 pour la seconde , 3 pour la troisième et ainsi de suite ; d'où il 
résulte que da disparaîtra de ces seconds membres en divisant la 
première par doc , ta seconde par da' , la troisième par dot' et ainsi 
de suite, ce qui donnera 



yGooqle 



3j< THEOREME 



£=£(*',/,*',......*«,»,; ), 



Jl=f,(x>,f,i',......e,i,i,~...), 



J£ = t t (*',f,,' i .....;.g,h,l>, •), 



<!•• 



f.(^,r'.*'. •—•«.*.*. -> < 



(P> 



et eons&piemment 

Faisant alors o=i > 3 viendra 

, f, ( » J .^,,.-. < ,»,'>-) ■ U',y* «,».*.■-■■> , 

v=*i ; r ,., T 

f-, ( «,^,..;.,«,.:...; h __* £Z(o>î 

* l .«3.....<»-fi> i.».î..fr.-0 d*" w 

n désigna»! par ^7 (oj <* <jue diTient -j^- , qnand on y fait 

ir — 0. 

On formera imm&Gatenient les qnanlilé» 

t>(x,y,'t~"$Jf ) ' 
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dfo/i* #A* ( ) 



en calculant les différentielles successives de «,eteny remplaçant 

les différentielles dx,d/,dz, des variables indépendantes par 

les accroissemens unis g, à ,k, ...... des mêmes variables. 

On sait, qu'on peut considérer, en général , la différentielle d'une 
fonctiou , non comme une quantité infiniment petite , mais comme 
la portion de l'accroissement de cette fonction dont les différens 
termes croissent proportionnellement aux accroissemens des variables 
indépendantes , et. don t le rapport a l'accroissement total de la fonc- 
tion ne diffère de l'unité que d'une quantité qui devient plus pe- 
tite que toute grandeur donnée quand les accroissemens le devien- 
nent eux-mêmes. 

D'après cette définition t il est évident que la distinction à faire 
entre les différentielles et les accroissemens entiers n'a lieu qu'à l'é- 
gard des fonctions , et que , pour les variables indépendantes , ce 
sont ces accroissemens entiers qui satisfont aux conditions prescrites 
dans la définition et qui doivent être considérées comme les diffé- 
rentielles des variables indépendantes ; en sorte qu'alors g---~àx , 
h — iXy, A=dz ,..-..; d'où* il suit que 

f.(*0 r « x »" , £»^»*> )=d« , 

f, >,/»«, .«..£,//,/r, ....)= d*tf , 



X. {x t y,z, ... g Jt,k,. .)=&"' u ; 

an moyen de quoi ta précédente formule peut être écrite ainsi : 
Tarn. XVU ' 44 
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du d'il d>« d--"« i d— P , , 

C'est sous cette forme qu'elle se trouve dans divers ouvrages , et 
en particulier dans ceux de M. Lacroix ( Traité élémentaire de 
calcul différentiel et de calcul intégral, 3.*" édition , page 56 ). 

Le calcul différentiel fait donc connaître immédiatement la va- 
leur de tous les termes qui , dans la formule 

„ , f,(gir.r......g.ft,fc,..-.) , f,(^A--^M-0 ,_ - . 

u=u-\ ( — -t........ 



, f..<w — ,A>. ■■■■■) + >_ pL(o), 

précèdent le dernier ' ' ■ - (o) : mais celui-ci ne peut 

être calculé de la même manière , puisque P~.~ contient')!/, 

qui est précisément la quantité inconnue dont on cherche la va- 
leur. 11 faut donc négliger ce dernier terme et se contenter de cal- 
culer les précédens qui donnent, eu général, une valeur d'autant 
plus approchée de U que le nombre de ces ternies est plus grand. 
Mais , si l'on ne peut pas déterminer la valeur de — — (o) , on 
peut du moins , par le calent différentiel , assigner immédiatement 
deux limites entre lesquelles cette quantité , c'est-à-dire , l'erreur 
que l'on commet en négligeant ce terme est nécessairement com- 
prise. 

Il faut partir, pour cela, d'un théorème connu, savoir: que, 
si c=aF(a) est une fonction de a et que ~ soit toujours de 
même signe, depuis <x=ut jusqu'à <x—b, la fonction 
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F(t)— Ffr) 
S— o 

iura aussi le même signe. Posant 

£ sera une constante qu'on déterminera de manière à donner les 
limites cherchées. Prenant ensuite , pour les deux limites a el è , 
0=0, a=i , en sorte que b — a~\ /on aura F(£) = o, puisque le 
premier terme C(i— a)" de F(i) s'évanouit quand a— i , et qu'en 
rertu de l'équation (B) on a pour le second 

£lL (1— )-=siA3...<«-i)(rj-B')-»A4, B («— 1) ^ (1—) 

-3^.S.„...(»-» fï(._) — .-ii^lo— )" , 

d«» <U»-* 

qui s'éYanouit aussi , pour la même valeur de a , parce qu'elle donne 

„ , . . , dV d'il' A'"a 

u'zzU et que les quantités —, - — , - — - t ne peuvent, ca 

général, devenir infinies pour a=t. On a ensuite, pour ot=o , 



donc 



FW±=F(o)=C-'|^(o) 



F(J)-F W ) d-P 



d'ailleurs , d'après les équations (^) et (C) * 



1» ( d- "P \ d-P 
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= ( S-- c ) <— a >"" -{«*./•*— *a*,...)-o(i- «r • 

Si donc on prend alternativement pour nC la plus grande et la 
plus petite valeur que prend 

f.'*V»*'. fM ..-.) 

calculée immédiatement par n différentiations , 

depuis x'^x , Y /= & » £'=* , .-i« 

jusqu'à *'=*+$• , y=/.4-A , x'=*-j--A ,.....; 
c'est-à-dire, depuis œ=o jusqu'à «=i,et qu'on désigne ces deux 

de , 

valeurs par If et m, -— sera constamment négatif, dans cet in- 
tervalle, quand on prendra Çs= — » et toujours positif, dans le 
même intervalle , quand on fera £= — ; on aura donc , en vertu 
du théorème que nous venons de citer , 

d~'P. , M , ., d-'P . , m 

3 — W négatif et - (o) positif ; 

d'où il suit que ■ ^ - est compris entre la plus grande et la plut 

petite valeur que peut prendre — — ' ■ < — '. " - - dans le même inter- 
valle, et que l'erreur que l'on commet en négligeant 

■ a- >p 

„__ — . — _ ( ) 
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dans 1 la formule trouvée plus haut , est comprise entre la plus 
grande et la plus petite valeur de 



lorsqu'on y donne à x , y , x, ...... toutes les valeurs comprises en- 
tre x et x+g , y et y-(-A , z et x-f-A , 

En admettant, comme cela a nécessairement lieu pour toute fonc- 
tion continue, que î m (x,y,z, ) croisse par degrés insensibles, 

avec x,y, z t ...... , il est évident que, pour de certaines valeurs 

de x,y t e r «... , comprises entre ces limites, elle prendra une va- 

leur égale à — '(o) ; et , comme en désignant par Ç , « , Ç , ....*. 

des nombres indéterminés , compris entre o et 1 , on peut toujours 
représenter cette valeur par 

n ' 

on aura exactement 

^+ g .r+^+t.--)=t(x, y ,r,....„)+ flI,, '' , ' r -; g '"' t -- > 

f,(»,y,c,..^gA*t ■) , . f^.<*.r^, w ..g,a,t,. w .) 

"*" i.a -T--...—1 i.a.3. „..(«— ij "* 

. U*-l-tg.r+«».M-th,-..g,ft,V,-> 

~T" i.a.3„.„n '■ ' 

dont le dernier terme est précisément ce que devient le premier 

*nt*<y* *.*■*»-•) 

i.a.3, ..m 

de ceux qu'on supprime , quand on arrête la série au terme pri c>- 
dent , lorsqu'on y substitue x\-%g , y + *h f z+Ç-fy ..... au lieu de 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Applications de la théorie des centres de 
moyennes distances ; 

Par M. G. C. GiROHO. 



\Jk sait que le principe fondamental de la théorie des centres de 
mojennes distances consiste en ce que des pointa P, , P, , P, , ..... 
P a étant donnés dans l'espace au nombre de n , et des grandeurs 
homogènes en même nombre m, ,m t , m t , m„ répondant res- 
pectivement à chacun d'eux ; il existe toujours dans l'espace un 
point et un seul point P , tel que le produit de sa distance à quel- 
que plan que ce puisse être par la somme m,+m,-f* n i"K»+' n . 
est égal & la somme des produits respectifs par m, , m xt m t , ..... 
m, des distances des points P, , P, , P, , ..... P. au même plan. 

On sait encore que , si II est un point pris arbitrairement dans 
l'espace , on aura 

IB ( ^^^+m..^ïr\ , 4•m 1 .^^ 1 +.«..4-m - .nP/^ac™l+'«.+»,+"..^-'nJl)•^P , 

■ 4mi.ppr+iu,.PFr , +m 1 .P^ , -h....+»i ll Pr^* . 

M. Lhuilier , de Génère , qui s'est spécialement occupé de celte 
théorie , en a fait des applications très-curieuses ; mais il n'a pas 
considéré celles de ces applications auxquelles peut donner nais- 
sance l'indétermination des multiplicateurs m, , m, , m, , m. ; 

indétermination qui permet de déplacer à volonté dans l'espace , le 
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centre P des moyennes distances. Nous nons proposons de mon- 
trer ici , par un petit nombre d'exemples , le parti qu'on peut ti- 
rer en géométrie de cette considération. 

L Soient les quatre points donnes, les quatre sommets À, B, C, 
D, d'un tétraèdre et les multiplicateurs correspoudans a, b,c,d t 
respectivement proportionnels aux aires des faces opposées. Gomme 
on obtient également le volume du tétraèdre soit en multipliant le 
tiers de l'aire d'une face par sa distance au sommet opposé , soit 
e» multipliant ce tiers de la somme des aires des faces par le rayon 
de la sphère inscrite , il s'ensuit que ce centre sera ici le centre des 
moyennes distances. 

Sî donc on se rappelle le procédé général au moyen duquel on 
détermine le centre des moyennes distances de plusieurs points , on 
parviendra , pour la détermination du centre de la sphère ins- 
crite au tétraèdre dont il s'agit, au procédé que voici : Soit cou-' 
pée l'arête CD , au point £ , de telle sorte que les segmens EC , 
ED , soient proportionnels aux aires des faces ACB , ADB. Soit 
coupée BE , au point F , de telle sorte que les deux segmens 
FE et FB soient entre eux comme l'aire ACD est à la somme d'ai - 
res ACB -f-ADB ; enfin soit coupée AF en G , de telle sorte que 
les deux segmens GF et GA soient entre eux comme l'aire BCD 
est & la somme d'aires BAC+CAD-J-DAB ; et le point G ainsi 
déterminé sera le centre de la sphère inscrite au tétraèdre. 

Ou encore, plus symétriquement: Soient coupées AB en E , de 
telle sorte que les deux segmens EA et EB soient entre eux comme 
les aires des faces CAD et CBD,etCD en F, de telle sorte que 
les deux segmens FC et FD soient entre eux comme les aires des ■ 
faces ACB et ADB. Soit enfin coupée EF en G , de telle sorte 
que les deux segmens GE et GF soient entre eux comme la somme 
d'aires ACB+ADB est à la somme d'aires CAD+CBD ; et le point 
G sera de nouveau le centre de la sphère inscrite au tétraèdre. 

Tout cela revient & dire que le centre de la sphère inscrite à 
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va tétraèdre est le même que le centre commun de gravité de qua- 
tre masses proportionnelles aux aires de ses faces , placées res- 
pectivement aux sommets opposés. 

II. Soit une sphère concentrique à la sphère inscrite su tétraèdre t . 
décrite d'un rayon arbitraire , et soit P un point pris arbitrairement 
sur la surface de cette sphère ; on aura , par l'équation fondamen- 
tale rapportée ci-dessus, 

ES*.BCD+PB , .CDA+PC > J)iJJ+PD'ABC 

=ï^ , (ABC+BCDtCOA+DAB)t^'.BCD+GS.CuA|GC , .DAB+GÎ)*.A»C ; 

c'est-à-dire , la somme des produits des aire» des faces d'an tétraè- 
dre par les quarrés des distances des sommets opposes à l'un quel- 
conque des points de la surface d'une sphère concentrique a la sphère 
inscrite est. anc quantité constante, égale au produit de l'aire du 
tétraèdre par le quarré du rayon de celle dernière sphère, augmente 
de la somme des produits des aires des faces par les quarrés des 
distances des sommets opposés au centre de cette même sphère. 

UT. Soient pris, sur le» côtés AB , BC , CD, DA d'un quadri- 
latère gauche ABCD , des points E , F , G t H , de telle sorte qu'on 
ait 

AE.BF.CG.DH=AH.DG.CF.BE ; 

les quatre points E, F, G, H seront ainsi dans un même plan. 
En effet , on pourra toujours déterminer quatre quantités a , b , c , 
d , de telle sorte qu'on ait 

AE _ » BT__e CG _£ DH _ * . 

JiE~"«' CF h * DG — * * AU~~ d ' 

alors les points E , F , G , H seront respectivement les centres d* 

moyennes distances des systèmes 
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(ÀjB,*,*) , (B,C,V) , (C,D^,rf) , (D^^fl) i 

le centre du système (À , B, C , D ,a , h t e,d) devra donc se trou- 
ver à la fois sur les deux droites EG, Fil ; d'où il suit que ces 
droites se couperont en quelque point K et seront ainsi dans un 
même plan. 

La proposition j6 du V. e livre des Élémens de M. Legendre 
n'est, comme l'on voit , qu'un cas très-particulier de ce théorème. 

On sait que, lorsque les quatre côtés AB , BC, CD , DA d'un qua- 
drilatère gauche touchent en E , F, G', H , une même surface du 
fécond ordre , ou a la relation 

ÀE.BF.CG.DH=AH.DG.CF.BE -, 

donc aussi alors les quatre points de contact E , F , G, H , sont 
situés dans un même plan. 

IV. Lorsque quatre points A, B, C , D , sont dans un même 
plan , il est toujours possible de déterminer les quantités a , b , c, 
de telle sorte que le dernier D soit le centre des moyennes distan- 
ces du système (A, B,C, <?,£,£) des trois autres ; on a alors , 
en vertu de l'équation fondamentale , 

AB'.&-r-ÂC'^=ÂD , ( a +*+c)+DÂ'.û4DÏÏ'^4DC i .« , 

En éliminant , entre ces trois équations, deux quelconques des trois 
Tom. XVII. - 45 



yGoogk 



334 MOYENNES DISTANCEE, 

quantités a , b , r , la troisième disparaîtra d'elle-même et on par- 
viendra à l'équation de condition 

4Iô*.bD , .E5 , +(dâ'+dû'-XC , )(dô'+db'— EFiCôF+BT— ÂF) 

équation qui exprime la relation entre les six distances qui sépa- 
rent deux à deux quatre points d'un même plan. On parviendrait , 
arec la même facilité et sans l'intervention des quantités liuéo- 
angulaires ,' à la relation entre les dix distances qui séparent deux 
à deux cinq points donnés dans l'espace. 

Ces exemples suffisent pour montrer le parti qu'on peut tirer de 
l'indétermination des coefliciens dans les formules relatives a la théo- 
rie des centres de moyennes distances. On en pourra déduire ainsi, 
en particulier, toute la théorie des transversales. 

Paris, le 10 janvier 1837. 



yGooqle 



QUESTIONS RESOLUES. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution de Vun des deux problèmes de Géo- 
métrie énoncés à la page 232 du XFI. C 
volume des Annales ; 

Par M. Bobiluer , professeur de Mathématique» à l'Ecole 
royale des arts et métiers de Cbâlons-sur-Maroe. 



PROBLÈME. On a construit , sur deux des faces d'un angle 
dièdre , deux triangles tels que le* points de concours des direc- 
tions de. leurs côtés correspondons sont situés tous trois sur Farêta 
de f angle dièdre et consèquemment en ligne droite ; d'où il résulte 
■que , quelle que soit d ailleurs l 'ouverture de cet angle , les droi- 
tes qui joignent les sommets correspondons des deux triangles con- 
courent toutes trois en un même point. On suppose que , Tune des 
faces de l 'angle dièdre restant fixe dans (espace ainsi que son 
arête , son autre face tourne sur cette arête , comme sur une char- 
nière , en entraînant avec elle le point dont il s'agit , et ton demande 
quelle ligne ce point décrira dans l 'espace ? 

Solution. Eo De considérant uniquement que deux côtes corres- 
poadans des deux triangles , on peut réduire le problème à cet énoncé 
plus simple. 

Sur l'une des faces d'un angle dièdre , on a pris arbitrairement 
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deux points A , A' , en ligne droite avec un point P de son arête. 
Sur son autre face, on a pris aussi arbitrairement deux points B, 
B' , en ligne droite arec ce même point P ; d'où il résulte que , 
quelle que soit l'ouverture de l'angle dièdre, les quatre points A, 
A' , B , B' , sont constamment dans un même plan contenant le point 
P,et que consequemment les droites AB et A 'B' concourent cons- 
tamment en un poiut C". 

On suppoie que , la face de l'angle dièdre qui contient les points 
À et À' , ainsi que son arête demeurant Axes , son autre face tourne 
sur cette arête , comme sur une charnière, et on demande quelle ligne 
le point C" décrira dans ce mouvement ? 

Des points B et B', soient abaissées sur l'arête de l'angle dièdre 
les perpendiculaires BC et B'O. Soient menées les droites AC et 
A'C , concourant en B" ; et soit enfin menée B"C". 

Les points mobiles B , B' décrivent évidemment dans le mou- 
vement deux cercles ayant respectivement pour centres les points G 
et C et pour rayons Cfi et C'B' ; de sorte que ces cercles, dont 
les plans sont parallèles et tous deux perpendiculaires à l'arête de 
l'angle dièdre , ont cette arête pour axe commun. 

Les droites mobiles AB et A'B' , qui passent constamment par 
les points fixes A et A' et par les points mobiles B et B' des cir- 
conférences des deux cercles , sont les génératrices des deux sur- 
faces coniques du second ordre , dont les sommets sont en A et A' 
et dont ces deux circonférences sont des sections respectives ; et 
comme le point mobile C" est à la fois sur ces deux génératrices 
AB et A'B', il s'ensuit que ce point décrit dans l'espace la com- 
mune section de ces deux surfaces coniques. 11 ne s'agit donc plus 
que d'assigner la nature de cette section. 

Les deux triangles variables ABC et.A'B'C sont tels qneles droites 
A A' , BfiV , CC, qui joignent leurs sommets correspondais concourent 
en un. même point fixe P ; d'où il suit que les points de concours A" , 
B", C" , de leurs côtés correspondans BC et B'O , CA et C'A' , 
AB et A'B', doivent appartenir à une même droite jouis les deux côtés 
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B€ et B'C' , sont parallèles ou concourent à l'infini ; d'où Usait que le 
point A" , de concours des trois droites BG , B'O , B / 'C // , doit être 
'infiniment éloigné , ou , en d'autres ternies , que la droite mobile W'd" 
doit être constamment parallèle aux deux antres droites mobiles 
"BCet B'CXet, comme elles, constamment perpendiculaire à l'arête 
CC de l'angle dièdre ; puis donc que cette droite mobile passe cons- 
tamment parle point fixe B", elle doit être constamment dans le 
plan conduit par ce point fixe B" perpendiculairement à cette arête ; 
le point C" de cette droite doit donc être aussi constamment dans 
ce plan. 

Mais nous avons ru que ce point mobile C" décrivait dans l'es- 
pace l'intersection des deux surfaces coniques; cette intersection est 
donc nne courbe plane dont le plan est perpendiculaire & l'arête 
de l'angle dièdre; ou plutôt l'intersection de ces déni surfaces ,' lieu 
du point mobile C" n'est autre que l'intersection de l'une ou de 
l'autre arec le plan conduit par le point B", perpendiculairement 
à l'arête de l'angle dièdre. 

Or, il est connu que, dans une surface conique du second or- 
dre , toute section plane parallèle à une section circulaire est égale- 
ment nne section circulaire, et qu'en outre les centres des deux 
cercles sont en ligne droite arec le sommet ; puis donc que le plan 
de la commune section des deux surfaces coniques est parallèle à 
ceux des sections circulaires dont les centres sont C et Cet les 
rayons CB et CB' , il s'ensuit que cette commune section , lieu du 
point mobile C" , est un cercle dont le plan est perpendiculaire a l'a- 
rête CC de l'angle dièdre. En outre, son centre devant être à la 
fois sur AC et sur A'C' , ce centre ne sera autre chose que le point 
B" de concours de ces .deux droites. 

Quant au rayon de ce cercle , on le déterminera Facilement en 
cherchant U situation du point C" de sa circonférence , pour le cas 
particulier où la face mobile de l'angle- dièdre est rabattue sur sa 
face fixe. 

Ou démontrera d'une manière semblable que le point c d'inter* 
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section des droites AB' et A'B , décrit aussi dans l'espace nue cir- 
conférence dont le centre est & l'intersection h des denx droites- AC 
et A'C , et dont le plan est , comme celui de la première» pee- 
pendkukire a l'arête de l'angle dièdre. 



Démonstration du théorème de statique énoncé 
à la page 199 du présent volume ; 

Par M- Boboxier, , professeur de mathématiques à l'Ecole 
royale des arts et métiers de ChUons-sur-Afarnc t 

Et M. Lewtop.ric , professeur de mathématiques et de 
physique au Collège royal de Montpellier, 

THÉORÈME* Swent A.B., A,B», A,B r ,«..«A r B, des droits* 
représentant en intensité et en direction des forces appliquées res- 
pectivement à des points quelconques A,, A t , A ^ , «.,.. A, , inve- 
riabhment liés entre eux , mais d'ailleurs parfaitement litre dans 
tespace. Soient PD f , PD», PD,, .*,» PD„, des droites respectif 
remeni parallèles et égales à celles-là , conduites par vu même point 
quelconque P de l'espace. Soient P.G, , FG k , PG r , *...» PG, dV«r 
très droites , respectivement perpendiculaires ans- plans des trian- 
gles PA3. . PA,B, , PA,B, , ....... PA.B., et proportionnelles é) 

leurs surfaces. Soient enfin A le centre des moyennes distantes 
des points D, , D, , D, , .... D. et Y le centre des moyennes ditr 

tances des point» G, , G, , G, , ,. MH G,. • 
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. 1.* Pour qu'il y ait équilibre entre les' forées- dont il s'agit , 
il est nécessaire et il suffit qu'en ait à la fois , 

Efeso , PT=o , 

ou , en d'autres termes 9 que le point P soit le centre commun des 
moyennes distances tant du système des points D, , D, , D, , .... 
D s que du système des points G, , G, , G, , ...... G.. 

2. Lorsqu 'aucune de ces conditions n'étant remplie r F angle AIT 
n'est pas droit , les forces du système ont deux résultantes , si- 
tuées dans des plans diffèrcns. 

3.* Si , au contraire , l'angle- APr est droit , elles admettent 
une résultante unique , parallèle à PA et représentée en intensité 
par . n.PA. 

4° Si , en particulier , PI*=o , cette résultante unique se con- 
fond avec PA. 

5.° Si, au contraire, on a seulement- PAso , les forces du 
système se réduisent à un couple. ~ 

Démonstration. Désignons respectirement pour abréger , par P, , , 
P fc> P,, -«.. P. les- forces A.B., A.B, , A V B ,,„».. AA-. Par' le 
point P , qne nous supposons inTariablemeot lié au système, ima. ' 
gînons deux forces égales et parallèles à' P, , maïs directement op- 
posées , deux forces égales et parallèles & P, , mais directement op- 
posés et ainsi de suite, jusqu'à la dernière P,. Nous aurons' ainsi 
des. forces égales et parallèles à' celles du système' et agissant dans' 
le même sens qu'elles , appliquées en P , et se réduisant conséqiiem- 
ment a une force unique passant. par ce point , si toutefois elles ne 
se font pas équilibré et n couples P,— P, , P" a — P, * P,— P, , ...... 

P.r-P. > et il &'y aura rien de changé h l'état du- système. Les- for- 
ces appliquées au point P seront représentées en intensité* et eu di- 
rection par PD, , PDj , PDj , PD; , d*oà" fl suit que, si A" est " 

le centre des moyennes distances des ppiuts D, , V, , D, , «... D*, 
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leur résultante sera représentée en intensité par R.PA et dirigée suï- 

Tant PA (*). 

Les axes des couples seront des droites respect! rement perpendi- 
culaires à leurs plans, c'est-à-dire, aux plans des triangles PA.B,, 

PA f B lf PA,B Jf PA,B„ et proportionnels à leurs momens ou 

énergies; ces axes seront donc représentés, en grandeur et en di- 
rection , par PG, , PG, , PCI, , ..«.„ PG. ; car ces droites , d'après 
l'énoncé , Sont respectivement perpendiculaires aux plans des trian- 
gles PA,B, , PA.B, , PA,B, ,„... PA.ÏÎ., qui sont les mêmes que 
ceux de» couples et proportion neltes aux aires de ces triangles, les- 
quelles aires sont respectivement moitiés des rectangles qui expri- 
ment l'énergie des couples. 

Or , il est connu , par la théorie que M. Poîusot a développée 
dans sa Statique , que la composition des couples dont les bras de 
leviers ont une extrémité commune s'opère en composant leurs axes 
comme si c'était autant de forces. Or , ces axes étant ici PG, , PG, , 
PG , , ,„.. PG. et r étant supposés le centre des mojenuas distan- 
ces des points G, , G^ , G, , ...... G a , il s'ensuit que l'axe du cou- 
ple résultant sera dirigé suivant Pr et représenté en longueur par 
«JT. 

Ainsi , tout le< système dont il s'agît peut être réduit a use force 
dirigée suivant PA et représentée ea intensité par w.PA et a un 
couple dont l'axe , dirigé suivant Pr , aura pour longueur n-PP. 

Cela posé, veut-on i.° que le système soit eu équilibre. ? Il sera 
nécessaire et il suffira pour cela que la résultante a.PA et le cou- 
ple «.Pr soient séparément nuls ; ce qui donnera , comme l'an- 
nonce le théorème, 

pa=o , pr»© . 

s.* Lorsque ces deux conditions ne seront point remplies l'une 



(•) AmmUê , ton. XVI, pg. 3* 
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et l'autre , le système ne sera point en équilibre , mais PA et 1T 
n'étant ni nuls ni perpendiculaires l'un a l'autre , la force n.PA oe 
sera point «lads le plan du couple; et en la composant avec celle 
des deux forces de ce couple qui passe par le point P , il en ré- 
sultera une force unique qui ne sera point dans le plan de ce cou- 
ple et qui conséquent ment ne pourra "être comprise dans un même 
plan avec l'autre force de ce couple et ne pourra , par suite , être 
composée avec elle en une force unique, de- sorte que le système 
aura deux résultantes. 

3.* Si , au contraire l'angle APF est droit , la force n.PA , si- 
tuée alors dans le plan du couple , pourra se composer , avec la force 
du couple qui passe par le point P , en une force unique située 
dans ce plan , mats qui ne sera point parallèle & l'autre force dii 
couple , ou du moins ne lui sera point égale ; de manière qu'elle 
pourra se composer avec elle en une seule force , à laquelle se ré- 
duira alors tout le système. 

4° Si Pr seul est nul , le couple est nul aussi , et la résultante 
unique .du système se réduit à n J?A , dirigée suivant PA. 

5.° Si enfin c'est PA seul qui est nul, il ne reste plus que le 
couple auquel se réduit alors tout le système (*). 

Le théorème que nous venons de démontrer conduit aux con- 
ditions d'équilibre d'un système libre de forme invariable , et aux 
conséquences qu'on a coutume d'en déduire, d'une manière fort 
simple. Soient conduits, par le point P, trois axes rectangulaires, 
faisons 

A.B.=sP , A a B,;=P" , A.B.srJ*", ..... 



(*) Ce qu'on Tient de lire appartient en commun i MM. Lenthéric . 
Bobillier : ce qui luit appartient uniquement à M. Bobillier. 

J.D.G 

Tom. xrn 46 
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soient a' , $! , / , a" , 0" , 7" t «"'• 0"'t /"t •—■ les angles de ce. 
droites avec les axes des x des y et des x ; soient encore ( x' , y' , 
z'), (x",y",z") y (x'», y'" , z'"), ........ les points A,, A,, 

A, , .... Soient enfin D , E , F les coordonnées du point ù, G , H; 

K celles du point r, d , e , f les angles que forme PA avec les axes 
des coordonnées ; et g , h , k les angles que forme Pr arec les mê- 
mes axes. 
Nous aurons d'abord 



G 



Cos.<fc 

Cosé— 
Cos/= 



E 

r 



CoStf= 



, Gos^= 



H 



VG'+H-+lf 



(0 



Les coordonnées des points D, , R, , D, , ....... ne seront tutra 

chose que les projections sur les trois axes des droites VD, , PI), . 
PD, , ..«m et seront conséquemment exprimées par 

P'CoW , F'Co&.p , PCos./ , . 

P"Cos.«" , P"Cos0" , P"Cos.p" , 

P"'Cos.«'" , P"'Cos.|ï"' , P'"Cos^" , 



et on aura de pins , par la définition du point A 
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nD=sP'Co&.at-\-P f 'Coa.<x>/+P'"Co$.af»-{:.» 1 

Bj , asi"Co9.y'+P w Cos./'+P'"Cos.y' / +..«. ) 

Si l'on désigne par i , u' , / , respectivement les inclinaisons du 
-plan du triangle PA,B, sur les pians des yz , des zx et des xy , 
l8o°— /, 180 — 1/ , i8o°— / seront les angles de la droite PG, 
avec les trois axes ; et les coordonnées du point G, seront expri- 
mées par — PA.B.Cos/, — PÀ.B.Cos.b', — PA,B,Cos.e, c'est-à- 
dire, par les projections du triangle P A ,B, sur les plans coordon- 
nés , prises en signes contraires. 

Pour déterminer l'aire de la projection du triangle P/4,B, sur 
le plan des xy , on remarquera que la projection de la base A t B, 
est P'Sin./ et que l'équation de cette projection est 

la hauteur est égale a 

VCu.V+Co*.**' * 
ou» à cause de la relation C«.V+Cos.'p'+Cos,V— 1 , 

conaéquemment , la coordonnée x du point G, sera 
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£P'(/ Cosa ~ «'Cos.ff) 

et on trouvera de même, pour les coordonnées * et y du même 
point 

les coordonnées des points C, , G, , .... mront des valeurs analogues; 
d'où il suit qu'on aura , d'après la définition du point V , 

anG =P'(z'Cos.^— /Co9.y')+P"(z"Cos.(5"-- r ''Cos.v"J4- rt ... \ 

inH=P'(x'Cos.y— z'Cos.«')+P" v yCosY'— x"Cosm")+„~ ? (3) 

*nK=:P'(yCos, a !— *'Cos^O+J [> "(r"Cos.a' , -^"Cos^")+«. 

Présentement , désignons respectivement par X, Y, Z , T, U r V 
les seconds membres des équations (2) et (3); elles deviendront 
ainsi 

nD=X , nEsY, »FssZ , 

anG=T , *nH=U , anK=F ; 

tirant de là les valeurs de D t E, F, G, H, K , pour les substi- 
tuer dans les équations (1) t on aura 

n$A=y/x*+YZÇz* , afl.Pr=|/4M.U«+r» • 

JC t 
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Cos,i=-t= r CofcA= 



Cm/= -j r- , Cos.*= •==— = t 

formules an moyen desquelles on petit déterminer les intensités et 
directions tant de k résultante que du couple résultant, en fonc- 
tion des intensités des composantes , des coordonnées de leurs poipts 
d'application et des quantités angulaires qui en déterminent la di- 
rection. 

Les équations de condition qui correspondent aux différons cas 
du théorème proposé se déduisent facilement de ces formules. 

j.° Les équations PA=o, PT=o, nécessaires et suffisantes pour 
l'équilibre du système donnent 



-Ajustions qui entraînent les suivantes : 

X=o t T=so , Z=o , 
7=0 , U=o , V=o . (*> 
».• Pour exprimer qne l'angle AIT est droit > et que , par suite, 



(*) On trouve * la page i4 du VIII.* Volume du présent recueil , pour 
jui-TCnir aux équationi d'équilibre , une méthode t re*-timpl« et très-symé* 
trique » indépendante de théorie des couple* on de tout autre auxiliaire. 

J. D.G. 
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le- système est réductible à une force unique, on à l'équation 

Cos.^Cos.^+C os ^Cos^+CoS;/Cos.A~ o 
qui devient, en substituant 

TXf^r+rz=o : (4) 

3.* Pour exprimer qu'on a seulement Pr=o , on que le sys- 
tème a une résultante unique , passant par l'origine des coordon— 
nées, on aura l 'équation unique 



d'où résultent ces troïs-cï 

ï==o » Fa»o » Ts* > 

4.» Enfin , pou exprimer que le système se réduit a «a cofr» 
pie, il faudra écrire seulement PAso, ou bien 



qui donne 

On peut remarquer que , dans ce dernier cas , h relation (Q 
est satisfaite , bien qu'alors il n'y ait pas une résultante unique» 
C'est , au surplus , le seul cas où elle puisse donna une faussa 
indication. 
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5.° Enfin , clans toutes les autres hypothèses qu'on voudra faire 
sur les six quantités T , U , V , X, Y, Z , le système pourra seu- 
lement se réduire & deux forces , non composahles en une seule. 

Sï toutes les forces du système sont parallèles , les droites PD, , 
PD S , PD, , ....... se confondront entre elles et avec PA et en ou- 
tre PG, , PG, , PG, , ...... , étant perpendiculaires a PA , se trou- 
veront dans un plan perpendiculaire à cette droite, Le point T sera 
donc aussi dans ce plan ; d'où U suit que l'angle AIT sera droit ; 
il y aura donc une résultante unique, pourvu toutefois que l'on 
n'ait pas PA=o. 

Si toutes les forces du système sont situées dans un même plan : 
en prenant pour le point P nn quelconque des points de ce plan , 
les droites PD, , PD„ , PD, , «.. » ainsi que le point A , s'y trou- 
veront aussi ; en outre , les droites PG, , PG, , PG, , »... perpen- 
diculaires à ce plan , se confondront eu une seule qui contiendra 
le point T ; l'angle APr sera donc encore droit ; de sorte que , 
sauf le cas de PA=o, il y aura une résultante unique. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de géométrie» 



JL/eux lignes du second ordre , 
tracées sur les deux faces d'un 
angle dièdre variable , de telle 
sorte que l'arête de cet angle en 
soit une corde commune , réelle 
ou idéale , déterminent , quelle 
que soit d'ailleurs l'ouverture de 
l'angle dièdre , deux surfaces co- 
niques du second ordre , dont el- 
les sont les intersections. On sup- 
pose que , l'une des faces de l'an- 
gle dièdre ainsi que sou arête 
restant fixes, son autre face tourne 
sur cette arête comme sur une 
charnière , et on demande quelles 
lignes les sommets des deux sur- 
faces coniques décriront dans l'es- 
pace? 



JL/EUX surfaces coniques du se- 
cond ordre qui ont un angle dièdre 
circonscrit commun , réel ou idéal, 
déterminent, quelle que soit la 
distance .entre leurs sommets , sut 
l'arête de cet angle , deux lignes 
planes du second ordre qui eu 
sont les intersections. Oo sup- 
pose que, l'une des deux surfa- 
ces coniques restant fixe , ainsi 
que l'angle dièdre circonscrit com- 
mun , l'autre surface conique se 
meut parallèlement à elle-même 
de manière à être toujours ins- 
crite à l'angle dièdre , et on de- 
mande a quelle surfoce les plans 
des deux courbes d'intersectiosi 
seront constamment tangen&f 
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GEOMETRIE DES COURBES. 

Recherches sur les développantes des courbes 
tracées sur la surface d'un cône droit*, 

Par M. Vallès , élève à l'Ecole royale des ponts et chaussées. 
( Extrait dune lettre au Rédacteur des Annales ). 



.Jua recherche de la développante de la spirale conique ,- que Tons avez 
bien voulu, Monsieur, insérera la page i5g du présent volume, exige 
d'assez longs calculs , dont on vient heureusement à bout an moyen 
de quelques artifices qui les abrègent considérablement. J'ai eu occa- 
sion de revenir dernièrement sur ce sujet, et je me suis aperçu 
que les calculs qui se trouvent dans l'endroit cité- sont- susceptibles 
des mêmes abréviations , quelle que soit l'espèce de courbe qu'on 
suppose tracée sur le cône ; en sorte qu'on obtient des formules 
générales à l'aide desquelles on peut représenter les développantes 
de toutes les courbes coniques possibles. Ces formules sont en ou- 
tre très-propres à conduire à la solution du problème inverse , qui 
consiste à trouver la courbe conique , lorsque la développante est 
donnée; elles fournissent ainsi une solution très-simple du dernier 
des deux problèmes proposés en l'endroit cité: Je profiterai de cette 
circonstance pour corriger une erreur que j'avais commise à la fin 
de mon premier calcul , et qui rend fautive l'équation (i5). 

Soit toujours une courbe quelconque tracée sur la surface d'un 
cane droit et rapportée à son axe comme axe des z et à un plan 
Tom. XVII, n.° XII, u- Juin 1837. 4 7 
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perpendiculaire à cet axe comme plan des xy. Soit ( f , u, t>) us 
des points de la courbe et soit a l'angle générateur du cône, on 
aura d'abord 

«f+a^Tang.'et . (i) 

Si r est le rayon vecteur de la projection, du point (*,»,**) sur 
le plan des xy , et que & soit l'angle de ce rayon vecteur avec 
l'axe des s , on aura eu outre 

8=f(r) 

la fonction f dépendant de la nature .arbitraire de la courbe tra- 
cée sur le cône. Or , on a 

9=Arc.fTang.= ÏJ et r=^?+? j 



donc 



Arc.(Tang.= y)=3V,-np5)=f{ 1 >Tang.«) ; (a) 



et les équations (i) et (2) seront celles d'une courbe quelconque; 
tracées sur la surface conique. On en tirera très-facilement 

i=rTang.otCos.[f(rTang.a)] , I 

(3) 
»=i.Tang.aSiu.[f(pTang.o)] ; ) 

d'où 
f- =(Cos.[f^Taug.a)]-pf'(»Tang.«).Sin.[f^Tang.«)])Tang^ , j 



«) 



={Sin.[f(i.Taug.a)]+(*(i.Tang.a).Cos.[f(^Tang.«)]}Tang.» . 



Présentement ( x , y , z ) étant un quelconque des points de là 
tangente à la courbe conique au point ( / , u , v ) , on aura 
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ât x~- 1 __ »— pCo».[f(Tan6.»)].Taii8.» 1 

JT T^i «— < ' / 

(5) 

du y— a y— fS,n.[f(fTang..)].TaDg« \ 

de *— v *-^ • "" I 

En égalant ces valeurs aux précédentes, on trouvera 
*s=(*Coa.[f{/raDg.«)]— f (#— e)P(*Taj.g •)SÎD.[f(fTaiig.*)] }Tang.» , j 

S (6) 

r ={«Sin.[fc;/r«Dg.«)]+K«— f)P("T-Dg..)Co5.[f( ( -T»Dg.-)]}T«a g .« . > 

Si l'on fait la somme de» quarrés de ces valeurs , on trouvera 

j f '-|-^ l ={x , -4-c , («— p)*f^cTang«)}Taug.»a , 
•u bien 

f ,( r _ ( ,)f( f ,Tang.a)Tang.«=±i/.. +rl -^»f,D 8 .T; i (7) 

et telle est l'équation qui donnera la valeur de e , quand x y y , x 
seront donnés. 

En faisant ensuite la somme des produits respectifs des équations 
(6) par Cos.[f(cTang.i)] et Sin.[f(>Tang.a)] ofc trouvera 

^- r Cos.[f(,Tang.«)]+' ; ^X_l.Sin:{f^ang..)]»i . <*). 

Cette équation , après la substitution de la valeur de c donnée 
par l'équation (7) , sera celle de la surface développable lieu ■ des 
tangentes a la courbe conique. 

Pout connaître l'intersection de cette surface avec le plan des*/, 
ion fera z—o dans les équations (7) et (8), ce qui donnera =.i 

p"P(f Tang.-)T"ng-«= \/ *»+/' » «<^i,[f(fTwg.'«)ï+rSin.[f(j'Taiig,«)]==o i 

ou bien, en passant aux coordonnées polaires, .„.-', 



yGooqlc 



35a DEVELOPPANTES 

r=»- , f / 0'Tang.a)Tang.at , 9=f(«Tang.a) . 

En dîfférentiant la seconde et y mettant pour f'(?Tang.«) sa ■ 
leur , donnée par la première , on aura 

Ai àv ,, , t df t 

— = •— , d OU I — = — _ ■ ■ I 

r (•■Tanj.- J r cTaDg.* ' 

de sorte que l'équation polaire cherchée sera 



= '(-/t)' 



Sî , par exemple , on suppose 



f(,T.ng.«)=^îi^ 



«= i-n- d'oà aùf — +1=0 ; 

puis en .différentiant , divisant par tlO et éliminant J — - 



C'est en effet le résultat (12) trouvé à la page i63 , pour ce cas 
particulier. 

Pour avoir la seconde équation de la développante* on prendra 
la somme des quatre* des équations (4) ce qui donnera - 

(T)' + X£) , = (, +^ ( ' TaDS •* ))TMS •* a • 
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t = C^V'>+ e ' Siu -'* i, <? TaD 6-*) > 



nrc qu'il . faudra toujours prendre positivement, puisqu'il ne s'agit 
ici que de sa valeur absolue. 
Ou a aussi 



*=l/<»_«j. + ( r -«)>.j.C*-^)»=(*— f) y = g^- t/i T vSin.'*f*CrTang.*) ; 

et cet arc , comme le précèdent , devra aussi être pris positivement. 
Mais c'est ce qu'on ne ferait pas si , comme dans mon premier cal- 
cul , on laissait subsister +{z-r—v) — . En effet , si s augmente. 

en même temps que v , — sera positif; mais alors z sera moin- 
dre que p et (z — p)-t- sera négatif; il faudra donc, dans ce cas , 
pour prendre cette quantité positivement , la .faire précéder du signe 
moins. Si, au contraire, 9 diminue quand s augmente, j- sera né- 
gatif et z — v positif; il faudra dqnc encore le signe moins dans 
ce cas ; de sorte que notre deuxième équation sera réellement 

l/ i+F»Sin.»#P»{fïang.«) 

Les équations (6) et (9) sont donc, aptes la substitution de la 

valeur de t> tirée de l'équation (7), celles de la développante cherchée. 

Si présentement on donne les deux équations de la développante. 
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la seule chose à chercher sera la forme de la fonction t, et on y 
parviendra en éliminant x , y , Z entre les deux équations données 
et les équations (8) et (9). Il restera nne équation en » et f(cTang,a) 
de laquelle on tirera la valeur de cette dernière quantité. 

Si l'on donne seulement l'équation d'une surface sur laquelle la 
développante doit être située ; il faudra alors , comme précédem- 
ment , trouver la forme de la fonction f et ensuite la seconde équa- 
tion de la courbe. C'est ce. à quoi on parviendra en éliminant x, 
y, z entre les équations (7) , (8) , (9) et celle de la surface don- 
née. H restera nne équation de laquelle on tirera la valeur de 
f(*-Tang.a). Celte valeur étant connue , on la substituera dans l'é- 
quation (7) qu'on résoudra alors par rapport à v; et, en mettant 
pour *> sa valeur ainsi obtenue dans l'équation (8), on aura l'é- 
quation de la courbe cherchée. 

Faisons l'application de ceci au cas où l'on demande que la dé- 
veloppante se trouve sur un plan conduit par le sommet dit cône 
^perpendiculairement a son axe. L'équation de cette surface étant 
x=zo t l'élimination de x , y , z se réduit a celle de x entre x=q 
et l'équation (9) ; eu sorte que l'équation finale sera 

r ,/i/i-(-."3in.'«P-(>Tang.«) ttV ksq _ 

Or, en général, quand on a 

on en tire ^(cJko , d'où $(*•)= Const. . On aura donc , dans le cas , 
" présent 

. ffr/ftng*)s ^ et f(cTang.«)=^- Log. ^ ; 

la projection de la courbe tracée sur le cône aura donc pour équa- 
tion polaire 
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•£9=Log. - ; 

et c'est en effet le résultat trouvé & la page 169. 

L'équation de la courbe décrite par l'extrémité du fil est, dans 
ce cas, celle de la courbe suivant laquelle la surface développable 
*ngendrée par ce fil rencontre le plan des xy ; on aura donc , pout 
'équation polaire de cette courbe , 



^(-.-ï^Tf)' 



d'où on conclut , en difFérentiant 

«/ r »Tang.» / f£L\ — f *L 

«a bien 

puis , en difFérentiant de nouveau , 

Dr 

ce qui donne, en intégrant, 

iTfeLog. j- i 

équation d'une antre spirale logarithmique , comme on l'avait déjà 
trouvé à la page 171. 
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Je pense , Monsieur , que ce moyen de parvenir au but tous sem- 
blera assez curieux à connaître. 11 a d'ailleurs cet avantage qu'il per- 
met de résoudre , par des formules construites une fois pour toutes, 
toutes les questions de ce genre , et qu'il peut ainsi éviter de longs 
calculs , lorsqu'on s'occupe de ce genre de recherches. 

Agréez, etc. 



COMBINAISONS. 

Recherche directe des formules de combinaisons 
nécessaires , pour le développement d'une puis- 
sance d'un binôme , 

* Par M. Gercokhe. 



X\if.n ne serait mieux sans doute que de consacrer S la théorie des 
permutations et combinaisons , dans les traités élémentaires d'algè- 
bre , un article 1 part d'une étendue proportionnée & l'importance 
de cette théorie , et dans lequel on pourrait traiter beaucoup d'au- 
tres questions que celles qui sont strictement nécessaires pour le 
développement des puissances d'un binôme. Toutefois, comme où 
peut fort bien ne vouloir établir que ces dernières seulement, je 
Tais présenter ici un mode de raisonnement qui y conduit direc- 
tement et qui me paraît assez simple. Il en existe beaucoup d'au- 
tres sans doute , et j'en ai moi-même donné de diverses sortes 
dans le présent recueil ; mais la théorie des combinaisons étant 
une théorie très-délicate et assez difficile à bien saisir par les.com- 
mençaos , il est commode de . la présenter sous diverses formes , 
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afin de la rendre plus facilement accessible aux diverses tournures 
d'esprit que souvent un même raisonnement ne frappe pas d'un» 
manière uniforme. 

PROBLÈME. Parmi des choses en nombre m , toutes différen- 
tes les unes des autres , de combien de manières en peut-on choi- 
sir un nombre n ? 

Solution. D'abord , si l'on ne veut choisir qu'âne seule chose ,' on 
le pourra évidemment d'autant de manières qu'il y a de choses ; 

c'est-à-dire de m manières. Ecrivons— . 

i 

Si l'on veut choisir deux choses , le choix de la première étant 
fait, on pourra évidemment choisir la seconde de m— t manières; 
de sorte que , si l'on choisissait , tour-à-tour, chacune des m cho- 
ses pour la première, le nombre des combinaisons deux à deux se- 
raient m(m— i). Mais il est clair qu'en procédant ainsi , chaque 
combinaison se trouverait répétée deux fois; car, en supposant que 
les choses combinées fussent des lettres , la combinaison ab , par 
exemple , proviendrait également de la combinaison de a avec b et 
de celle de b avec a. Donc, le nombre des combinaisons possibles de 

m choses deux à deux est simplement . Ecrirons . 

r a x a 

Si l'on demande combien , parmi ces diverses combinaisons deux 
à deux , il s'en trouve qui ne renferment pas une certaine lettre , 
a par exemple, il est manifeste qu'il s'y en trouvera autant qu'on 
pourra faire de combinaisons deux à deux avec les m — i lettres res- 
tantes. On aura donc la réponse à cette question , en changeant m 
en m—i , dans la formule que nous Tenons d'obtenir , ce qui don- 
m— i m«-*a 

nera . 

■ * 

Passons aux combinaisons trois & trois. Une lettre quelconque 

étant choisie pour première , on pourra la combiner avec toutes les 

combinaisons denx à deux où elle n'entre pas , lesquelles , comme 

Tom. Xril ~ 48 
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lions venons de le voir , «ont au nomdre de • — — . 01 i on 

en fait de même tour-à-lour , pour chacune des m lettres , on ob- 
tiendra un nombre de combinaisons de trois lettres exprimées par 

m ™~Zl . ^i , Mais il est aisé de voir que chaque combinaison y 

i a 

sera repétée trois fois ; puisque , par exemple , la combinaison abc 
aura été produite par la combinaison de a avec bc , par celle de 
b avec ac et par celle de c avec ab ; donc le nombre des maniè- 
res différentes de choisir trois choses parmi des choses en nombre 
m , toutes différentes les unes des autres , est seulement — . 



Rien ne s'oppose à ce qu'on poursuive ces raisonnement aussi 
loin qu'où voudra; et si l'on se bornait à se laisser guider par l'a- 

nalogie , les résultats — , , —■——. —— , déjà obte- 
nus feraient assez connaître que le nombre des combinaisons pos- 
sibles et distinctes n k n de m choses, toutes différentes les unes 
des autres , doit être exprimé par 

m m— i m— a m— 3 m— «+< 

i a S 4 n 



Mais , afin qu'il n'y ait point d'induction dans tout ceci , ad- 
mettons que celte loi hypothétique ait été vérifiée pour les combi- 
naisons de m choses n — i à n — i * et que conséquemment on ait 
trouvé , pour ce nombre d« combinaisons , 



m— a m — n-^-i 

3 n — l 



pour savoir combien , parmi ces combinaisons , il y en a qui ne 
renferment pas une certaine lettre , a par exemple ; il faudra» comme 
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ci-dessus, changer , dans cette formule , m en m-— i ; ce qui donnera 

m— i m— a m— 3 m— n+i 

Qu'il soit question présentement d'opérer des combinaisons n à 
n , en adoptant une lettre quelconque pour première lettre, on 
pourra la combiner avec toutes les combinaisons de n — i lettres 
qui ne la contiennent pas; ce qui en produira un nombre {A), Si 
l'on en fait de même , tour-à-tour , pour chacune des m lettres , 
on obtiendra un nombre total de combinaisons égal a m fois (À) ; 
mais il est clair que , de cette sorte , chaque combinaison aura été 
répétée n fois ; car , par exemple , la combinaison abe..,..gh aura été 
obtenue en combinant 

a avec bc„ .gh , 

h avec ac. .gh , 

e avec ab........gh , 

g avec abc. h , 

h avec abc. .......g ; 

donc , pour obtenir le nombre des combinaisons réellement diffé- 
rentes de nos m lettres n à n , il faudra multiplier seulement le 

nombre (À) par — , ce qui donnera 

Bl m— 1 m— a m — o+i 

s a 3 a * 

comme nous l'avions d'abord soupçonné. II demeure donc établi , 
par ce qui précède , que, si la loi d'abord entrevue se soutient pour 
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les combinaisons de n — i lettres, elle aura lieu également pour les 

combinaisons de n lettres ; d'où il suit que cette loi est générale. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstration des deux théorèmes de géomé- 
trie énoncés à la page 200 du présent volume ; 

Par M. Bobillier , professeur de mathématiques à l'Ecole 
royale des arts et métiers de Châlons-sur-Marne. 



Avant de nous occuper de la démonstration des propriétés des 
surfaces du second ordre qui doivent faire le sujet principal de cet 
article, arrêtons-nous un moment à la démonstration de la propriété 
analogue des lignes du second ordre. 

Soit 

Ax l +Bf~\-2Cxy+2Dx+2Ey+F=o , (i) 

l'équation d'une surface quelconque du second ordre, rapportée à 
des axes quelconques. On sait que l'équation de sa tangente, par 
un quelconque (x / t y J ) des points de «on périmètre est 

(Ax>+Cf +D)x+(By'+C*'+E)y+(Dx'+Ey'-\-F)= o . (a) 

St donc , supposant le point (x',y J ) indéterminé sur la courbe, on 
veut que celte tangente passe par l'origine, il faudra poser 

T)x'+Ey<+F=:0 ; (3} 

équation qui , combinée arec 
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sim*+B/ t +*Cs'yt+aDs'+*Ey'+F*o , (4) 

qui exprime que le point (* / ,^ ,/ ) est sur cette courbe , fera cou* 
naître tes coordonnées des points de contact des deux tangentes 
issues de l'origine. Mais , au lieu de recourir au calcul , il .revien- 
dra au même de construire les lignes exprimées par les équations 
(3) et (4) , lesquelles donneront par leurs intersections les points 
cherches. La première de ces- lignes n'est autre chose que la courbe 
dont il s'agit; d'où il suit que l'autre, qui est une ligue droite » 
est la droite qui joint les points de contact cherchés, c'est-à-dire. 
la corde de contact de l'angle circonscrit qui a son sommet à l'o- 
rigine , ou , en d'autres termes , la polaire de l'origine. 11 est donc 
établi , par ce qui précède , que la polaire de l'origine , par rap- 
port à la courbe (i) , a pour équation . 

Dx+Ey+F=*o . (5) 

Supposons présentement que cette courbe soit indéterminée , mais 
assujettie néanmoins à passer par quatre points donnés ; on expri- 
mera cette condition par quatre équations linéaires entre les six 
coefficieas A , B , € , ï) , E , F , qui entreront dans tous leurs ter- 
mes, et desquelles conséquent ment on pourra, obtenir les valeurs de 
quatre d'entre eux , en fonction linéaire des deux restans ; qui 
entreront aussi dans tous les termes de ces fonctions. En choisis- 
sant, par exempte D et E pour ces deux-là , on aura 

F=aD+£E , 

<x et (3 étant des quantités constantes , fonctions des coordonnées des 
quatre points donnés. En substituant cette valeur, dans. Inéquation (5) 
de la polaire de- l'origine , cetie .équation deviendra 
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Dx-\-Ey+D*+Efc=o , 
ou bien 

V(x+*)+E(j+P)=o. 

Or, on satisfait à cette équation , quels que soient D et E , en po- 
sant 



ce sont donc là les coordonnées d'un point fixe par lequel passe 
constamment la polaire 3e l'origine , quelle que soit d'ailleurs celle 
des courbes , passant par les quatre points dont î) s'agit, à laquelle 
cette polaire est relative. En observant donc qu'ici l'origine des coor- 
données est un quelconque des points du plan de ces courbes, on 
obtiendra ce théorème : 

THÉORÈME I. Les polaires d'un même point d'un plan , re- 
latives à toutes les lignes du second ordre qui passent par les qua- 
tre mêmes points de ce plan , concourent toutes en un même point* 

Et de là , par la théorie des polaires réciproques , 
THÉORÈME II, Le* pôles d'une mime droite tracée sur un 
plan , relatifs à toutes Us lignes du second ordre oui touchent 
■ Us quatre mimés droites tracées sur ce plan , appartiennent tous 
à une mime droite. 

Si l'on suppose que la première droite s'éloigne à l'infini , son 
pôle relatif à chacune des courbe» dont il s'agit, ne sera autre chose 
que le centre de cette courbe ; ce qui donnera ce troisième théo- 
rème ; 

THÉORÈME III. Les centres de toutes les lignes du second or- 
dre qui touchent les quatre mimes droites appartiennent tous A une 
mime droite (*). 

(«> Il a été dtfaiontrf ( Atmatêt , tom. XII , pag. 1*9 tttmn. XIV , pag. 
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Soit un* surface du fécond ordre rapportée & deux uu quel- 
conques et donnée par l'équation 

On sait que son plan tangent, par un quelconque is / t y / ,z') de 
ses points , a pour équation 

(As'+Ez'+Fy'+G)* \ 

+(By<+Fx'+D£'+H)y\-HGr'+Hy'+Kz'+£)=Q . (2) 

+(Cz'+Dy'+Ex'+K)z ] 

Si donc , en supposant le point (*',/', t 1 ) indéterminé sur la sur- 
face , on veut que ce plan tangent passe par l'origine , il faudra, 
écrire 

GxM-/fy'+tf.s'+Z=o , (3) 

•quatton qui , combinée avec l'équation 

qui exprime que le point (x',y',z') est sur la surface, fera con. 
naître tous les points de contact , en nombre infini , pour lesquels 
cette condition se trouve remplie. Ces points seront* également les 
points de contact de la surface (i) avec la surface coniqae cir- 
conscrite qui aurait son sommet a l'origine ; or, comme leurs coor- 
données devront toutes satisfaire à l'équation (3) qui n'est que du 
premier degré, il s'ensuit qu'ils sont tons dans le plan exprimé. par 
cette équation. Il est donc établi par là que la courbe de contact 



309 ) que cette droite , passe par les milieu! des trou diagonales dn 'quadri- 
latère complet ferme 1 par les quatre tangentes. 
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d'une surface du second ordre arec la surface conique circonscrite 
est une courbe plane ; c'est le plan de cette courbe que l'on ap- 
pelle le plan polaire du sommet du cône ; et l'on voit d'après cela 
que l'équation du plan polaire de l'origine est 

Gx+Hy+Kx-\-L=s> . (5) 

Supposons présentement que la surface du second ordre dont il 
s'agît soit indéterminée , mais assujettie néanmoins à passer par sept 
points donnés dans l'espace. On exprimera cette condition par sept 
équations linéaires, entre les dix coefficiens A,B,C, 77, E , F, G, 
H , K , L , qui entreront dans tous leurs termes et desquelles con- 
séquemment on pourra obtenir les valeurs de sept d'entre elles , 
ea fooclion linéaire des trois restantes , qui entreront aussi dans 
tous les termes de ces fonctions. Eu choisissant , par exemple G , 
H , K pour ces trois-là, on aura 

L=*G+$HA-iK , 

a , p , y étant des quantités constantes , fonctions des coordonnées 
des sept points donnés. En substituant cette valeur dans l'équation 
(5) de k polaire de l'origine , cette équation deviendra 

Gx+Hy+Kz+Ga+HfrKy=o , 

oa bien 

G(x+*)+H( y +P)+K(*+t)=° ■ 

Or , on satisfait à cette équation , quels que soient G , H ,K , en 
posant 

ce sont donc là lés coordonnées d'un point fixe , par lequel passent 
constamment les plans polaires de l'origine, quelle que soit d'ail— 
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leurs celle des surfaces courbes passant par les sept points donnés 
i laquelle ce plan polaire est relatif En observant donc qu'ici l'o- 
rigine est un quelconque des points de l'espace, on obtiendra ce 
' théorème. 

THÉORÈME IF. Les plans polaires d'un mime point de Tes- 
paee , relatifs à toutes les surfaces du second ordre oui passent 
par les sept mêmes points , concourent tous en un même point de 
l'espace. 

Et de là , par la théorie des polaires réciproques. 

THÉORÈME F. Les pèles d'un même plan , relatifs à toutes 
les surfaces du second ordre oui touchent les sept mêmes plans , 
sont tous compris dans un même plan, 

Sï l'on suppose que le premier des plans dont il s'agit soit in- 
finiment éloigné , son pôle , relatif à chacune des surfaces dont il 
s'agît , ne sera autre chose que le centre de cette surface ; ce qui 
donnera ce troisième théorème, ■<' 

THÉORÈME VI. Les centres des surfaces du second ofdre 
qui touchent à la fois les sept mêmes plans donnés sont tous com- 
pris dans un même plan (*). 

Soient tant de surfaces du second ordre qu'on Tondra passant 
toutes par -les huit mêmes points; parce qu'elles passent toutes par 
les sept premiers , tes plans polaires d'un même point de l'espace 
relatifs à toutes ces surfaces devront ( Théorème IF ) tous con- 
courir en un même point; et , parce qu'elles passent tontes par le» 
sept derniers , ces mêmes plans polaires devront tous concourir en 
un autre point; donc ils devront tous se couper suivant la droite 
qui joindra ces deux points ; on a donc ce théorème, 

THÉORÈME Fil. Les pians polaires d'un même point de l 'es- 
pace , relatifs à toutes les surfaces du seconde ordre qui passent ' 

^ (*) Il terait intéressant de «avoir comment ce plan eit aitaé par rapport , 
au Mpt plan» dont il s'agit. 

J. D. G, 

Tom. XFIL 49 
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par les huit mimes points y se coupent tous suivant une mime droite. 

Et de là , par la théorie des polaires réciproques. 

THÉORÈME VIII. Les pôles d'un même plan , relatifs à tou- 
tes les surfaces du second ordre qui touchent les huit mimes plans , 
appartiennent tous à une mime droite. 

Si l'on suppose que le premier des plans dont il s'agît soit infi- 
niment éloigné, ses pôles relatifs aux diverses surfaces dont il s'a- 
git ne seront autre chose que leurs centres; et le théorème se chan- 
gera dans celui qui suit ; 

THÉORÈME IX. Les centres de toutes les surfaces du second 
ordre qui touchent à la fois les huit mimes plans appartiennent 
tous à une mime droite ("). 



Démonstration du premier des deux théorèmes 
de géométrie énoncés à la page a83 du pré' 
sent volume ; 

Far M. Lentiiéric , docteur es sciences, professeur de mathé- 
matiques et de physique au collège royal de Montpellier, 



Ooiknt a , h t c trois longueurs quelconques , «■ posant 
h—c=a' , 
e—a=h' , 

a^-h—c'\ 
on aura évidemment 



(■) 11 tarait également curieux de savoir comment cette droite est située 
pu rapport au huit plana. 

J.D.Ç. 
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a'+l'+c>=o , 




(0 


oa'+èb'+cc' — • 




(2) 


Si À , B , C sont trois angles quelconques 


et qu'on pose 


B—C=A' , 






C—A—B' , 






A—B=C'i 






on aura pareillement 






A'+B'+C'so , 




o 


AA'+BB'+CC'=o ; 




(4) 


L'équation (3) donne tour-à-tour 






— B'—C'=A'=B— C , J ( C- 


-C' 


=B+B>, 


—C'-A'=B'=C—A , [ d'où ] A- 


-A 


=C+C . 


—A'—B'=C'z=A—B ; \ 1 B- 


-B' 


=A+A> ; ■ 



et par conséquent 

Cos.(C— t?')=Cos.(^-f-B') , 
Coa.(A-A')=CM.(C+C) , 
CM.(B-B<)=zCoi.(A\A>) , 

d'où en ajoutant et transposant 

(A+AW,B+ByJr{C+C^-(A— A^-(B-B*)-(C-C)=o s (5)' 



Sin.(^+B')=S'»( c — CO . 
&ia.(C+C')=Sia.(A—A') , 
&ln.(A+A')=Su>.(B—B') ; 
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OM.I.A— ^O+Goi^»— ff)+Coi.(C— 0)-0».(<<+<*)-e<».<B+B>-Coi.(C+C')«o, ( J) 
Sin.M+^ , )+Sin.[B+B')+Siii.(C+C')— Sin.(4— .*)— Sin.(B— B>- Sin.(C— C9» . (7} 
En Tertu des formules connues 

aSin.xSin.p=:Cps.(:r — y) — Cos.(x+y) , 
xCosjrSin.jr=Sin.(:F-f-/)— ^in.(*— y) » 
on a 

jSin. /<Sin.^'=Cos ÇA—A'^—CnfA+A') , 
aSio.BSin..B'=Cos.(B— B')--C(x.(B+B') , 
»Sin.CSio.C'=Cos.(C— C')— Cos.(C+C) ; 

aCos.y«in.^'=Sio.(vi'+>')— Sin.(^— A 1 ) , 

' aCos.JSm.J'=Sb.(5+50— Sin.(i>— B 1 ) , 

2Ctx.CSin.C'=Sia.(C+C r )-&ia.(C—C') . 

Ajoutant membre membre les équations de chacune des deux sé- 
ries , en ayant égard aux équations (6) et (7) , et divisant par deux , 
il Tiendra 

Siu.^Sin^'4-Sin.x7Sin.£'4-Sio.CSin.C'=o , (S) 
Cos.y<Sin.><'+Cos.J9Sin.B'+Cos.«in.C=.o . (9) 

En prenant , tour-a-tour , la somme des produits respectifs de ces 
deux dernières équatious , d'abord par -f-Sio..X et -|~Cos.^, puis 
^t-Cos-^C et — Sinjf, on aura, quel que soit l'angle X-, 
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Co«.(^— X)Sia t A/+Cos(3~ J0Sin.J / +C<w.(£'— X)$in.C f xo> t (10) 
Sia (A— JÏ)Sin.^'-fSin.(£— X)Sio.B'+SiQ.(C— X)S\nX'=:o . (n) 

Cela posé , soient a , h t e trois rayons vecteurs d'une planète on 
d'une comète, et A , B , C les angles que font leurs directions 
respectives avec une droite tracée arbitrairement dans leur plan, 
par le centre du soleil. Soient X l'angle qiic : fait la ligue des apsi- 
des avec la même droite , p le paramètre de l'orbite et X le rap- 
port de l'excentricité au demi-grand axe,- <i pour l'ellipse, =1 
pour la parabole , et > i pour l'hyperbole j on aura 

lali+ÏC^A^-Xftmfip , \ 
tlli+K*,{B—X)\=p , ( (ta) 
ar[t4-ACos.(C— S)}=p ... I 

En prenant la somme des produits respectifs de ces équations par 
icSin.A' , caSinJJ' , ai&in.C' , et ayant égard à l'équation (10) , il 

viendra ; "■ ; . ._ 

.■ »aic(Sin.A>+&in£'+Sin.C / ) ^bcSmu( / +caSuiM / *abSia.€ / )p K 
aV»i" 

■■■■■ * -"V"-+^T^ + ^7~ 

En prenant la somme des produit* des trois' mêmes équations 
fçspectivement par a' K i' ', ** et ayant égard au relations (i) et (a) 
il viendra, en; divisa ot par ai ■ — \ 
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aa'Cos (A—X)+H>C<x.(B—X)+eciCas.(C—X)=o , 
ou bien en développant 

(ao'Cos.^+5J'Cos.B+«'Co8.C)Cos.X-f (aa'SiB./ïtSi'Sin.Ii+cc'Sin.QSiuJ^ol 

d'où 

La première des équations (12) donne 
mais de la râleur de TangJT 00 conclut aisément 

e<iX)Q4,A+6b'Cos. R+eeVaÊ.Ç 



SioJC=— 



j/a>a'»+4'*'»+e«c'»+îA*'ee'Co»^'+ a "'«''' c *» J *'+ a «'' i *'^ M '^ ' 



et par suite ■ r ' 

Cos.^CosJ:+Siii.^SioJt=Cos.(^--X) 
c/Sin B*— WSin.O . ; , 

D'un auire côté la formula (i3) donne 

« / Sln.B'«- bb'S'm.O . , 



>» — a*=— 2tf. 



ttSiiwi'+coSin.it'-HiiSio.C' ' 



yGooqlc 



RESOLUES. 371 

substituant cet valeurs dans celle de A, il Tiendra 

- V/fl'a"-f.fr'i"+.'V»4-a6& , <:f , C»» A'+xcc'a a'Cot &+»aaWCu:U / ( e\ 

~" btSïn.A'+câéia,b>+ab!iin.C' 

Ainsi , trois rayons vecteurs étant donnés de grandeur et de situa- 
tion , on en pourra déduire , par des calculs très-symétriques , la ■ 
grandeur et la situation de l'orbite. 

Ces diverses formules sont connues depuis long-temps (*) ; mais 
il ne partit pas qu'on ait remarqué encore qu'elles ne sont que 
des cas particuliers d'autres formules plus générales que nous al- 
lons faire connaître. 

Soient a , b , c , d, .,„«*. p , a f r t s des longueurs quelconques 
m nombre impair j posons. - 



r— s-\-a— *,.»..— m-k-B— p=-q' , 
M—a+h— „......— n-f-/»— y =r / » 

a— 6+c— ~~»^-p-t-a~ r=^ t 
3 en résultera 



{*) V07. Annales , tom. IV , pag. 197. 
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«'+£'+*'+- +f'+r'+s'=o , 

On aura aussi 

a — tf'=0 — l\c — ..........-{-7 — r+*^=J+i' 

h — b'^l^-c+d — ..-.....-j-r — t-\-a=a-\-a' , 

t—c>s±c—J+e +1— /!+«=*+*' , 






(3) 



9 ~ 1 ,= 1— '+>— • -(-m— n+p=p^-p' , 

d'où m ajoutant et transposant ..... 

. P, Ç, A, 5 sont des angles *n nombre 



Si ^, J», C,fl,._ 
impair , es posant 



C-fl-f-*— ...._;.— fi-fî— ^=.5' , 
D-.E+.F-, „— J+4- £=C , 

lU-S+A—^.^ M+N— P=Q> , 
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S—A+B- N+P-Q=R' , 

A-B+C— .......— P+Q—R=S> ; 

on aura de même 

A'+B'+C'+.....r±Q'+R>+S'=o , 

'AA'+BB'+CC'+ + QQ'+BB'+S S'=o 

A—A'=S+S' , 
B—B'=A-t-Ai 
C—C'=B+B' , 



3;3 



Q~Q>=P+P> , 
R-R'—Q+Q' , 
S—S>=R+R' , 



(?) 



(5) 
(6) 



(rfMo+(B+Bo+»4WD-K'Stso-(^-'<')-{B-»)-..„-(a-ao-(4^)=o. (s> 

Des équations (7) on conclura encore 
Cos.(A— A')=Cm.(S+S') , Sùi.(A—A')=Siii.(S+Sr) ,, 
Col.(B-Br)=eot.(AtA') , &in.(B— B / )=Sat.(A±A') , 
C«.(C— C')=C<n.{B+B') , Sin.(C— C')=Sin.(£+S') , 
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Co!/Ç-ÇO=Cos.CP+P') , Sin.(<5— <K) = Sin.(/>+/") , 
Cos (fl-fl^Cos (Ç+Ç') . Sin.(iî— B0=Sin.'Ç+Ç') , 

Cos.(.S— y)=Co».(fl+fl') , Sin.(5— 5')= s ' n -( fl +- fl •' 

Ajoutant les équations dans les deux séries et transposant , il Tiendra 

Coi(^— /<')+Cos.(B— B')+Cos.(C— C')+...+Co..(Q-(>')+Coj.(J1-JÎ')+Coi.(S— 5')) 

— Cvi.<.A+A')— Cos.(B+B0— Cos.(C+C')— •-— Cos.(Q+Q0— Coi.(n+B')-Cos.C5-f-S')) 

SiD.(^+^)+Si»(B+B)+Sin.(C+CO+ — (-Sin.cQtQO+SIn^H+a'HSio.fi+SO ) 

=0. (10) 
— Sin.(-4-^')-Siii.cB-B0—Siii.(C—C') —....— Sio.(Q-Q0—Sio.(iï-fl0—Siii.(6'— 50' 

En faisant toujours usage des deux théorèmes 

2Sin.*Sinj'=Ç©s.(x— y) — Cos.(x-f^) » 
aCosjrSin._j'=:Sin.(^4"^-)— Sîn.(*— y) , 
on trouvera 

sS,m.AS\i.A'=Cm.(J—A')-^Cm.{A+A'), 
2S\n.BSin.B'=Cas.(B—B<)—Co3.{B+B') , 
sSin.CSin.C'=Cos.(C— C')— Cos.(C+C) , 



aSin.<2Sin.Ç'=Cos.(Ç— Q 1 )— Cos.(Ç+Ç0 , 

»Sin»BSm.A'=sCos(fl— i?')— Cos.ffl+-ao .' 
aSin.JSinJ;'=Ços.(i— 5')-Ços.(54 7 5'). ; 
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aCos BSin .B'=Sm.(5+50— Sio.(5— B') , 
2Cos.CSiri.C'=Sin.(C+C') — Sîn.(C— C) , 

aCos.ÇSin.Ç'=Sin.(Ç+(20— Sin (Q— $) , 
2Cos.flSia.5'==Sin.(fl+fi0-S> n {&-&') > 
2Cos.5Sin.5'=Sin.(54-5')^Sin. (5—50 • 

Prenant les sommes d'équations dans les deux séries , et ayant égard 
aux équations (9) et (10) , il' viendra en divisant par deux 

Sin.^Sin.^'+Sin.B'SiihF+SinXSÎii.C'+...+SiD.QSin.<y+Sin.JKinJl'+SinJSiii.« , ==(., (11) 

CM.^Sin.^'+Co«3Sin.B'+Cos.CSin.C'+...+Cos.QSin.Q'+C(«.fJliii.B'+Coï^Sin.5'=o, fia) 

Si l'on prend la somme des produits respectifs de ces deux équa- 
tions d'abord par ^-Sin-Y et -f-Cos-X , puis par + Cos..X et— Sin-Sf, 
0(1 aura, quel que soit l'angle X t " 

C*i.(A-X)S)nJt'+Cos(B—X)Sin.&+ ^-Cos.(7ï— X)S'm.B'+C«.(5-X)SinJÎ'=o , (i3) 

Bi*.iA— X)Sm.^'+Sin.(B— X)Sin.B'+«^.+Sia(n— X)Sin.Jî'+Siii.(5— X)Sin.5'=o , (i4) 

Cela posé, admettons que , h , c , .... </ , r , s soient des rayons 
vecteurs d'une planète ou d'une comète , et que A , B , C , ..... Q , 
R , S soient les angles qu'ils forment respectivement avec une droite 
menée arbitrairement dans leur plan , par le centre du soleil. Soient 
X l'angle que fait la ligne des apsides, avec la même droite, p le 
paramètre de l'orbite et A le rapport de l'excentricité an demi-grand 
axe , < r pour l'ellipse , = 1 pour la parabole et > 1 pour l'hyper- 
bole, on aura 
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jo[i+ACos.(^— X)]=p , 
2»[i+JCos.(B— X)]=j> , 
î<r[i+ACos.(C— A)]=7 , 



(.5) 



ay[i+ACos.(Ç-A)]=/> 

2r[i+ACoj.(fl— A)]=/> 

aj[i+ACos.(i— Aj]=/> 

Si l'on prend d'abord la somme des produits respectifs de ces 

équations par èc,...rsSin.*4' , câ....saS\n.B' ,àe aèSia.C , t ri 

n/>Sin.Ç / , sa.....pyiiln.Il / , 03 yrSin.5', en ayant égard & l'équa- 
tion (l3) , il Tiendra 

anîe.....yr»cSin.vl"'+Sin.B'4-Sin.C'-h — +Sin,Q'SinJt' T Sin.*') 

d'où 

Sin ,«'-f.feiii.B'+Sin.C' -I + Sin-y+Sia-H'+J'a^ 1 



Sin.^' , Sin-B* Sin.C 



rg sin a. sjp^ 



(.6) 



Si l'on prend la somme des produits respectifs des mêmes équa- 
tions par a' , è' , c f , y' , r' , s' , en avant égard aux équations 

(t) et (2) , il viendra, en divisant par ?A, 

/ia'Cos.(^-A)4WCos (B-X)+ +rr'Cos.(fl-J5+«'Cos.(i-^3=o ; 

ou bien , en développant 

(<w'Cos.^+WCos.jB+...+rr'Cos^-+-jj'Cos.5)Co«.jr ) 

)=o; 
+(aa'Sia.4+ll'SinJ3+ -frr'Sin.fl-f^j'Stn.5)Sin.^r ) 

d'où 
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_ _ aafC.M.A+bb'CMJB+ -frr'Cos.R+M'Coa.S 

Tung—Yr" - ' ■ ' - ' — — , ( 1 7) ' 

b ««'Si a.A+bV$in.B+ +rr'SiD.fl+*i'Sin^i " " 

Les valeurs de p et X étant déterminées par les formules (16) 
et ('7) r on en conclura celle de A à l'aide de l'une quelconque 
des équations (i5). 

Si l'on borne le nombre des rayons vecteurs donnés à cinq seu- 
lement, la formule (16) deviendra exactement celle qui a été pro- 
posée à démontrer à la page 283 du présent volume , et qu'on voit 
ainsi appartenir à l'hyperbole et k la parabole tout aussi bien qu'à 
l'ellipse. 



Démonstration du dernier des deux théorèmes 
de géométrie énoncé à la page 283 du présent 
volume ; 

Par MM. Lbhthéric , professeur au Collège royal de 

Montpellier , 

Vau-ès , élevé à l'Ecole royale des ponts et chaussées. 

Et Bobiluer , professeur à l'Ecole royale des arts . et 

métiers de Châlons-sur-Marne. 



M ja démonstration de ce théorème est évidemment contenue dans, 
la solution du problème suivant : 

PROBLÈME. Quel est le lieu des intersections des ordonnées 
d'une ellipse avec les perpendiculaires menées de son centre sur les 
tangentes aux extrémités de ces ordonnées. 

Solution. L'équalîon d'une ellipse', rapportée à ses diamètres prin- 
cipaux étant 

iV+«y=a , i» , (i) 

relation, de la tangente au point (a/ ,y') de son périmètre sera 
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è y x'x-\-ai'y'y=a*b t 


avec la condition 





« 



Va. p +a'y p =a'è t . - (3) 

L'équation de ta perpendiculaire abaissée du centre sur la direction 
de celte tangente sera dune 

b'x'y — à t y'x=o ; (^) 

mais l'équation de l'ordonnée du point de contact est 

x — x'=o j (5) 

on obtiendra donc l'équation du lieu de l'intersection de cette per- 
pendiculaire et de cette ordonnée en éliminant les deux paramètres 
x' , y* entre les équations (3) t (4), (5), 
Les deux dernières donnent 

*« 

X / 7=X t v'= — y ; 

•> a* ■> 

valeurs qui , substituées dans la première , donneat 

oV+*y=o* , (6> 

ou bien 

(f )'*■+'/=( r)'" 

équation d'une nouvelle ellipse qui a le diamètre principal sa com- 
mun avec la première ( et dont l'autre diamètre a — est nne troi- 
sième proportionnelle aux diamètres zb et za de la première. On 
a donc ce théorème , qui est précisément celui qu'il s'agissait de 
démontrer : 

THÉORÈME. Si deux ellipses ont un diamètre principal com- 
mun , moyen proportionnel entre leurs diamètres principaux non 
communs \ toute sécante commune , perpendiculaire au diamètre com- 
mun , sera coupée par la perpendiculaire conduite t par le centre corn- 
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mun , à la tangente en vn des points où celte sécante coupe l'une 
quelconque des deux ellipses , en un point qui appartiendra à l'autre. 

M. Vallès observe qu'on pourrait démontrer ce théorème d'une 
manière purement géométrique , en considérant l'ellipse comme la 
projection orthogonale d'un cercle, ainsi que M. Ferriot en a usé 
en divers endroits du présent recueil, 

Nous observerons à notre tour que si , dans les équations 0) et 
(6) on change b en è\/~i , elles deviendront 

b*x* — a*y*=a*b* t a*x*—b*y*^a* ; 

ce qui prouve que la même propriété existe pour deux hyper- 
boles qui ont un axe transverse commun , moyen proportionnel en- 
tre leurs axes fictifs. 

11 est aisé de voir que la même propriété aura également Heu 
soit pour deux sphéroïdes de révolution soit pour deux hyperbo- 
loïdes de révolution à une nappe, qui auront même équateur ,'dout 
le rayon sera moyen proportionnel entre les longueurs de leurs dia- 
mètres principaux perpendiculaires an plan de cet équateur. C'est- 
à-dire que si , pour un même point quelconque de l'une des suc- 
faces. , on mène un plan tangent et une perpendiculaire au plan de 
l'équateur-, cette perpendiculaire sera coupée par la perpendiculaire 
abaissée du centre sur le plan tangent , eu un point de l'autre sur- 
face. 

M. Vallès a pris occasion de là pour chercher le lieu géométri- 
que des pieds des perpendiculaires abaissées du centre d'une ellipse 
sur ses tangentes. L'équation de ce lieu est évidemment le résultat de 
l'élimination des deux paramètres x' , y entre les trois -équations 
(a), (3) , (4). De la première et de la dernière on tire 

, fl> * j *'r 

d'où, CD substituant dans la seconde, 
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En changeant b en b*/—\ , on aura résolu le même problème pour 

l'hyperbole. 

On peut de même se proposer d'assigner le lien des pieds des per- 
pendiculaires abaissées du centre d'une ellipsoïde sur ses plans tan- 
gens. En supposant l'équation de l'ellipsoïde en coordonnées rec- 
tangulaires 

èYx f +c'a x y'-\~a t b 1 z*z=a t b t c* , (i) 

l'équation de son plan tangent en ( x> , f , x 1 ) sera 

b i t k x , x- 3 t-c*à'y'y-\-a % b t z , z = a 1 b*e* , (a) 

avec la condition 

b'c*x' , -\-c'a t y f *+e'b*z' t =a*â'c' . (3) 

La perpendiculaire abaissée du. centre,sur ce plan tangent sera don- 
née par la double équation 

qui combinée arec (2) donnera 

<■'* «'r ■_ "* , 

dfou en substituant dans (3) 

On obtiendrait des résultats analogues pour les hyperboloïdes. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de géométrie. 

JJiviser géométriquement le quart de la circonférence en trois arcg 

dont les cosinus soient entre eox dans le rapport de trois longueurs 

données ? 

Fin du dix-septième Volume. 
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les côtés sont constamment normaux fc une même ligne du second ordre , 
tracée sur ce plan ; par M. Bobillitr. 377—183. 

Recherche du paramètre d'une section conique, en fonction symétrique 
d'un nombre impair quelconque de rayons vecteurs , et dea angles qu'ils 
forment avec une droite fixe; par M. Ltnthiric. 366—377, 

GÉOMÉTRIE DES COURBES ET SURFACES. 

Théorèmes et problèmes sur les contacts des sections coniques ; par M. 

Plueker. 37—59. 

Recherche d'une construction graphique du cercle oscillateur des lignes 
du second ordre ; par M. Pluker. 69—73, 

Rote snr la recherche des asymptotes des courbes algébriques , et i en par* 
ticulier de celles de l'hyperbole ; par AI. Ltnthiric. 79—83. 

Recherche delà développante de l'hélice conique ; par M. Fa/lis. 159—166. 

Recherche d'une spirale conique dont la développante soit une courbe plane ; . 
par un Abonné. 166—171. 

Mémoire sur les lignes du second ordre 1 par M. Sturm. 173—129, 

Recherche de quelques lois générales qui régissent les lignes et surfaces 

de tous les ordres) par M. Gergonne. 314—339 

Note sur la développante de l'hélice conique ; par M. habiliter. if>4 — a5S. 

Recherche du lieu du sommet d'un angle droit mobile sur nn plan , dont 
les cotés sont constamment normaux à une ligne du second ordre, tracée 
sur ce plan ,- par M. Bobillitr, 377—263. 

Recherche d'un lieu au cercle dans l'espace ; par M. Bobillitr. 335—338. 
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Recherche de» développantes des courbes tracées sur la surface d'an cône 
droit i par M. VMU. 349*-356. 

Démonstration de ces deux théorèmes : i* Tontes les snrfaces du second 
ordre qui touchent les sept mêmes plans ont leurs centres sur un même 
plan ; a." Toutes les surfaces du second ordre qui touchent les huit mêmes 
plans ont leurs centres sur une mémo droite ; par M. Bobillier. 36o — 36G. 

Recherche du paramétre d'une section conique en fonction symétrique d'an 
nombre impair quelconque de rayons recteurs et des angles que font leurs 
directions avec celle d'une droite fi te ; par M. Lenthirie. 366—377. 

Démonstration d'une propriété des sections coniques ; par MM. Lenthirie , 
Bobillier et Vallès. 377—380* 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Note sur la théorie des transversales; par M. Ferriot. i4>— 148. 

Théorème qui donne , par un calcul fort simple , le rapport de la circon- 
férence d'un cercle à son diamètre, avec nue. approximation illimitée ; par 
,M. Gergonne. 148— i5a. 

Essai de démonstration da postal» tu m XI des Élémens d'Euclide; par M. 
Bouvier. •. i5a— 155. 

Note sur les caractères d'égalités des angles trlèdres; par un Abonni. aSï— 154. 
- théorie des contacts et des intersection» des cercles, extraite du journal 
allemand de M. Crellej par M. Gergonne. a 8 5 — 3i4. 

Application de la théorie des centres de moyennes distances à la démonstra- 
tion de quelques théorèmes de géométrie; par M. Girono. , 33o— 335. 
Démonstration d'un théorème de géométrie élémentaire } par H. Bobil- 
litr. 335—338- 

GÉOMÉTRIE DE SITUATION (*)• 

Théorèmes et problèmes snr les' contacts des sections coniques) par M. 

Blucher. Z-j^Hq. 

Note snr la théorie des transversales; par H. Ferriot. 141—148. 



(*) On comprend ici , sous le titre de Géométrie de situation, toute celte 
partie de la géométrie qui ne dépend ni des rapports d'angles ni des rap- 
ports de longueur et dont la géométrie lie la réglé n'est qu'une faible partie. 
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Recherches sur qie'.qties loi* générales qui régissent lu lignes et surfa- 
ces de tous les ordres ; par M. Cergoone. »i4— i5». 

GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 

Recherche de la développante de l'hélice conique ; par M. Pattes, l5g— 166. 

Recherche de la spirale conique dont la déreloppante est uue courbe plane ; 
par un abonné. 166— »i;2. 

Note sur le m 1 me sujet ; par M. Bobilh'er. a54— i55. 

Recherches sur les développantes des courbes tracées sur la surface du 
cône droit ; par M. l'allés. 34g— 356. 

GNOMONIQUE. 

Note sur le tracé graphique , au moyen de trois points d'ombre , d'un 
cadran solaire dont ou 11e connaît ni l'inclinaison ni la déclinaison , situé 
dans un lien dont on ne connaît ni la longitude ni la latitude; par M. 

Sarnu. xi-} — a6s. 

MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

Note sor la mesure de l'intensité de la pesanteur, au moyen d'un pen- 
dule à trois ave» i par M. Gergonne. 14*— 15*. 

OPTIQUE. 

Recherches sur la caustique par réflexion relative au cercle; par M. de 
St-hamrtnt. 1—33. 

Recherche de la caustique formée au fond d'une tasse , par la «flexion des 
rayons solaires dans son intérieur ; par M. de Si-Laurent. 33—35, 

Recherche de l'équation générale de la caustique par réflexion relative au 
cercle 1 par M. de St-Laurent. ia8 — i34< 

PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Analyse d'un mémoire de géométrie présente' à l'Académie royale des Scien- 
ces ; par M. Poncelet. a65— 372. 
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Réflexion! mr le contenu de cette analyse; par M. Cergonnt. 373—377. 

STATIQUE. 

Recherche de l'équation de la chaînette de masse variable , dans laquelle 
la masse de chaque élément eit proportionnelle à la tension qu'il éprouve , 
et de l'équation de la chaînette uniformément extensible, dans laquelle la 
variation de masse c'est due qu'a l'inégale tension de* éléaiens ) par MM. 
Habiliter et Finch. ^>9 — *>9- 

Doutes aur l'indétermination des pressions exercées par les pointa de con- 
tact d'un corps pesant sur un plan horisontal t lorsque ces points sont an 
nombre de plus de trois ; par un Abonni, 75—79. 

Note sur la recherche du centre de gravité du tétraèdre | par M. Ger- 
gonne. a6a— a65. 

Démonstration d'un théorème de statique qui réduit a deux seulement 
les six conditions d'équilibre d'un système, libre, do forme iavariable ; par 
MM. Bcbilliir et Ltathirie. 338—348. 



yGooqle 



386 TABLE DES MATIERES- 

CORRESPONDANCE 

Entre les questions proposées et les questions résolues. 



Tom. XVI , pag. 3a 


Çproblème I. résolu tom. XVII 
£ Théorème. 


pag. 33—35 
i37 — 140 


pag. 96 
pag. i3a 


Théorème. 

Théorème. 
£ Théorèmes. I, II. 
£ Problèmes. 1 , 11. 


■ 


pag, a3a < 


335—338 


P«g- 196 
pag. 3a7 < 
pag. 36o 


Problèmes 1 , IL 
• Problème I. 
) Problème II. 
\ Problème 111. 
(.Problème IV. 

Problème. 
Ç Théorème. 
£ Problème. 

Théorèmes I , n , III , IV. 

Problèmes 1 , 11. 

Problèmes 1 , 11. 


59-69 

159—166 
166—171 


pag. 388 




Tom. XVII, pag. 35 
pag. 83 
pag. 140 


.14— >5i 


■ 


pag. 17» , 


r Problème I. 
i Problème II. 
' Problème 111. 


.77—283 


pag. aoo . 


.""Théorème 1. 

? Théorèmes II, III. 

f Problèmes I , II » III , IV. 


338—348 
360—366 


pag. a55 - 


CThéorèmes I , II , III, IV. 
[Problèmes I, 11,111, IV. 
"Théorème I. 
'Théorème II. 
} Problèmes I , II , III , IV. 





pag. a83 < 


366—377 
377—380 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS. 387 

ERRATA 

Pour le dix-septième volume des Annales. 



Xagk 10 , ligne 14 ~~ placez une virgule après le mat inverse. 

Page i5 , ligne 5 de la note — après le mot réflecteur , ajoutez : et d'un 
rayon trois J'ois moindre. 

Page ao , ligne 7 — de la caustique ; lisez : di l'arc de la caustique. 

Page a5 , ligne 3 — d'un cercla ; lisez : d'un cercle mobile» 

Page 32 , ajoutez à la Jin de la note : voyez aussi l'article de la page 338 
du précédent volume. 

Page 36, ligne 5 , en remontant — ».'•"'; lisez: m. ,nM 

Page 68, ligne 3, en remontant — changez le signe — en ligne =. 

Page 1 3 1 , ligne ■ 4 — <* | lisez ; t>. 

Page 147 j ligne première de la note — onclora: Usée: conclura. 

Page 149 1 ligne a — annoncé; lises: énoncé. 

Page i5o , ligne 8 — le nombre » lisez ; la moitié du nombre. 

Page i56 , ligne 1." •— transportes la virgule avant Mk 1 . 

Page a3i, ligne 10, colonne de gauche — aulan; lisez: autant. 

Même page — supprimes les n.°* ie , qui font double emploi 
arec Us n.°* 5. 

Page a55 , ligne 8 » en remontant — mettez une virgule après le mot com- 
mune. 

Page 364, — mettes en note: 

A la page 189 de notre II.* volume , non* avons déterminé directement 
le centre de gravité de l'aire d'un triangle et celai du volume d'un tétrsè-r 
dre, sans recourir aux infiniment petits. 

Page 33a , a la fin du i. cr alinéa — mettez en note : 

Cela rentre dans le théorème démontré à la page 317 de notre III* volume. 

Page 38o , — Les dénominateurs des valeurs de j* et de z' doivent être 
pareils a celui de la valeur de *'. 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

SUPPLÉMENT 

A TErrata du XVL' volume. 



P*ge 9 1 ligne 5 , en remontant — e+c ; lisez : r— c. 

Page id, équation (Qf)~ («—<>, lises: («— *0. 

Page i3, ligne 16 — places une virgule après si. 

Page 3l 5, après le théorème — mttue en note. 

Donc la surface développable qui touche une autre surface courtu suivant 
nue de ses sections planes est toujours circonscrîptible a. une surface d'un 
ordre inférieur. 

Page 3 19, après le théorème — mettez en note: 

Donc les tangentes menées a une courbe plane , par se* intersections arec 
une droite quelconque, sont tangentes à une ligne d'un ordre inférieur. 

Page 337, ligne a , en remontant — en ; lues : et. 
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